Análisis computacional del comportamiento mecánico de cartílago articular basado en un modelo viscoelástico by Caballero Alemán, Pedro Julio
ANA´LISIS COMPUTACIONAL DEL COMPORTAMIENTO
MECA´NICO DE CARTI´LAGO ARTICULAR BASADO
EN UN MODELO VISCOELA´STICO
Pedro Julio Caballero Alema´n
Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ingenier´ıa
Bogota´, D.C., Colombia
2012
ANA´LISIS COMPUTACIONAL DEL COMPORTAMIENTO
MECA´NICO DE CARTI´LAGO ARTICULAR BASADO
EN UN MODELO VISCOELASTICO
Pedro Julio Caballero Alema´n
Tesis presentada como requisito parcial para optar al t´ıtulo de:
Mag´ıster en Ingenier´ıa Meca´nica
Director
PhD. MSc. Nelson Arzola de la Pen˜a
Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ingenier´ıa
Bogota´, D.C., Colombia
2012
Tesis aprobada por la Facultad de Ingenier´ıa en
cumplimiento de los requisitos exigidos para otorgar
el t´ıtulo de: Mag´ıster en Ingenier´ıa Meca´nica
PhD. Nelson Arzola de la Pen˜a
Director(a) de la tesis
PhD. Diego Alexander Garzo´n
Jurado
PhD. Carlos Julio Corte´s
Jurado
Universidad Nacional de Colombia
Bogota´, D.C., Mayo de 2012
A Dios, creador de cualquier feno´meno f´ısico.
A mis padres, por su respaldo incondicional, por ser la base de todos mis logros, su de-
dicacio´n y motivacio´n.
A mi familia Lyda y Mar´ıa Margarita por su apoyo, paciencia y motivacio´n.
A mi director de tesis Ingeniero Nelson Arzola, por su orientacio´n y constante observa-
cio´n sobre el trabajo de investigacio´n.
A la Universidad Nacional de Colombia, por las ensen˜anzas que recib´ı tanto en pregrado
como en la maestr´ıa para mi desarrollo integral.
vResumen
El Cart´ılago articular es un tejido biolo´gico, sorprendente como todos ellos, que posee un compor-
tamiento caracter´ıstico dado por sus propiedades f´ısicas y meca´nicas. Alrededor del mundo se han
propuestos mu´ltiples modelos para describir dicho comportamiento complejo. En el presente trabajo
se realiza una simulacio´n del cart´ılago articular (subdominio) bajo un modelo bifa´sico poro-ela´stico
lineal, donde se considera al cart´ılago compuesto por dos fases intr´ınsecamente incompresibles e
inmiscibles entre s´ı, una l´ıquida y una so´lida, y donde el comportamiento viscoela´stico global se
presenta por la interaccio´n entre dichas fases. El Modelo se implementa computacionalmente por
medio del Me´todo de los Elementos Finitos. El modelo reolo´gico escogido tiene en cuenta con-
sideraciones adoptadas por diferentes autores, necesarias para la aproximacio´n de caracter´ısticas
especificas del cart´ılago. La validacio´n de los resultados obtenidos de la simulacio´n bajo este mo-
delo se realiza comparando con los resultados experimentales de ensayos predeterminados, como lo
es la compresio´n confinada, que se encuentran reportados por autores en la literatura. El modelo
se pone a disposicio´n para trabajos futuros en la simulacio´n del comportamiento del cart´ılago de
la articulaciones espec´ıficas, para as´ı determinar patrones de esfuerzo y deformacio´n como etapa
fundamental en el entendimiento de los feno´menos degenerativos que se presentan de la dina´mica
articular. Se dejan como reflexio´n posibles ideas para el trabajo futuro.
Palabras clave: Cart´ılago Articular, Poroelasticidad, Teor´ıa Bifa´sica, Viscoelasticidad
Abstract
The Articular Cartilage is a biological tissue, surprising as all, that has a characteristic behavior
given by its physical and mechanical properties. Around of the world it have proposed multiple
models to describe this complex behavior. In the present work the pore-elastic linear accomplis-
hes a simulation of the articular cartilage ( subdomain ) under a two-phase model itself, where
the cartilage fixed by two intrinsically incompressible phases is considered and immiscible among
themselves, one liquid and one solid, and wherein the overall viscoelastic behavior is obtained by
interaction of said phases. The model is implemented computationally by means of the Method
of the Finite Elements. The rheological chosen model takes into account considerations assumed
by different authors, necessary for the approximation of specific characteristics of the cartilage.
The validation of the results obtained of the simulation under this model comes true comparing
with the experimental results of predetermined essays, as the confined compression, that they find
themselves yielded by authors in literature is it. The model is made available for future work in
the simulation of the cartilage in specific joints, for in this way determining patterns of stress and
deformation like fundamental stage in the understanding of the degenerative phenomena that are
presented of the articular dynamics. We leave it as reflection possible ideas for future work.
Keywords: Articular cartilage, Poroelasticity, Biphasic theory, viscoelasticity
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1 INTRODUCCIO´N
Los tejidos biolo´gicos han sido desde hace mucho tiempo objeto de estudio de diferentes
investigadores alrededor del mundo, dado sus complejas dina´micas en la mayor´ıa de sus as-
pectos. El planteamiento de modelos sofisticados de tejidos biolo´gicos debe ser realizado en el
campo multidisciplinar, ya que estos abarcan una cantidad significativa de feno´menos f´ısico-
qu´ımicos acoplados e implicaciones fisiolo´gicas importantes. La gran mayor´ıa de estudios van
dirigidos de una forma u otra hacia la comprensio´n del funcionamiento del organismo y de las
causas y procesos de dan˜o que se presentan en dichos tejidos, para as´ı tener una visio´n ma´s
objetiva en el tratamiento de enfermedades, procesos degenerativos y fallas en los o´rganos
a los que pertenecen. Este trabajo es el resultado de la aplicacio´n de una metodolog´ıa de
investigacio´n donde primero se realiza una revisio´n de modelos constitutivos relevantes que
han sido utilizados para simular el comportamiento meca´nico del cart´ılago articular. Para
luego desarrollar e implementar un modelo propio en elementos finitos, cuyos resultados son
comparados posteriormente, con resultados experimentales obtenidos por investigadores re-
conocidos en este tema de investigacio`n.
Para las articulaciones sanas el cart´ılago articular juega un papel fundamental en su buen
funcionamiento. Existen muchas patolog´ıas que inciden directamente sobre las propiedades
f´ısicas y meca´nicas del cart´ılago al variar las cantidades de equilibrio de sus componentes,
llevando as´ı al deterioro del tejido y por ende al de la articulacio´n. El comportamiento
meca´nico del cart´ılago articular ha sido de amplio intere´s en la comunidad cient´ıfica alrededor
del mundo, ya que presenta caracter´ısticas particulares que solo es capaz de brindarle su
estructura interna, la cual depende de la interaccio´n y propiedades de todos sus componentes.
Tambie´n es necesario conocer dicho comportamiento para poder estudiar el desempen˜o tri-
bolo´gico del cart´ılago articular, que esta´ ı´ntimamente ligado a sus propiedades meca´nicas
internas ya que le confiere las condiciones de frontera en las superficies de interaccio´n.
As´ı mismo existen investigaciones que buscan la incidencia de los esfuerzos de contacto
en la magnitud de los esfuerzos dentro del cart´ılago [68, 41].
El comportamiento que le brinda la matriz extracelular y todos sus componentes al cart´ılago,
debe ser perfectamente comprendido como paso inicial para pensar en desarrollos que sirvan
como herramientas de simulacio´n. El conocimiento de la biomeca´nica del cart´ılago articular
es de suma importancia para entender los procesos de afeccio´n de e´ste, desarrollo de nuevas
intervenciones terape´uticas y te´cnicas de tratamiento de sus patolog´ıas [40].
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Dado que e´ste trabajo va en la direccio´n mencionada anteriormente, el mismo se centra en el
comportamiento meca´nico interno del cart´ılago, limitando el alcance al ana´lisis de esfuerzos
y deformaciones bajo cargas de prueba (transitorias y estacionarias).
1.1. Motivacio´n y Justificacio´n
Conside´rese que la poblacio´n colombiana como un caso espec´ıfico de la poblacio´n mun-
dial, tiene padecimientos osteomusculares comunes como lo son los problemas artr´ıticos, que
afectan directamente al sistema mu´sculo-esquele´tico. De estos problemas existe una amplia
variacio´n, lo que ha hecho necesaria su clasificacio´n en tipos y clases para su ana´lisis.
La mayor´ıa de estas afecciones articulares presenta procesos inflamatorios cro´nicos que de-
gradan la fisiolog´ıa de las articulaciones y por ende su capacidad funcional, la cual es permitir
el movimiento de los segmentos o´seos cuando conducen cargas funcionales o asegurar esta-
bilidad al sistema mismo [37].
Una de las afecciones que cada vez se hace ma´s frecuente en personas jo´venes son los proble-
mas articulares, ma´s espec´ıficamente el dan˜o en los cart´ılagos de las articulaciones sinoviales.
En el caso especial del desgate del cart´ılago, se presenta la pe´rdida gradual de e´ste hasta
que desaparece la capa de tejido en ciertas zonas de la ep´ıfisis del hueso, y se pierde la
buena distribucio´n de las cargas y la baja friccio´n que el cart´ılago brinda, resultando en las
complicaciones cl´ınicas que esto implica.
El presente trabajo fue motivado en su concepcio´n inicial por un caso espec´ıfico de articu-
lacio´n del tipo sinovial o diartrodia, como es el caso de la articulacio´n de la cadera. Estas
articulaciones denominadas diartrodias son las que poseen mayor rango de movimiento, tales
como las articulaciones de los miembros superiores e inferiores. Por lo tanto son las que ma´s
preocupan en la limitacio´n de su funcionalidad cuando se ve afectado el cart´ılago articular.
El presente trabajo tiene como objetivo primordial modelar el comportamiento meca´nico
interno del cart´ılago, iniciando as´ı un camino de investigacio´n propio en el grupo de inves-
tigacio´n OPTIM-UN hacia el modelado de los procesos de desempen˜o y degradacio´n del
cart´ılago articular.
1.1.1. Identificacio´n del Problema
El comportamiento meca´nico del cart´ılago es de suma importancia y su comprensio´n es
imperante para analizar los procesos de afeccio´n del mismo, y el desarrollo de nuevas inter-
venciones terape´uticas y te´cnicas para el tratamientos de estas patolog´ıas [40]. Tambie´n es
necesario para estudiar los efectos meca´nicos en la etiolog´ıa de las enfermedades [23, 42];
y la determinacio´n de relaciones esfuerzo-deformacio´n va´lidas para cart´ılago articular bajo
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condiciones de deformacio´n finita es un prerrequisito para construir modelos de lubricacio´n
en articulaciones sinoviales [44, 45].
Por tanto la presente investigacio´n busca la implementacio´n de un modelo de constitucio´n
para el cart´ılago articular. Dado que es etapa imperante en el modelamiento de feno´menos
patolo´gicos y de desgaste en dicho tejido en trabajos futuros. El trabajo tiene como base la
revisio´n bibliogra´fica de los modelos concebidos para explicar el comportamiento meca´nico
del cart´ılago articular, y las diferentes implementaciones de dichos modelos. Las implicaciones
bioqu´ımicas y siste´micas no se profundizan en el presente trabajo, ya que no hacen parte del
alcance del proyecto.
1.2. Objetivos del Trabajo
1.2.1. Objetivo General
Implementar en elementos finitos un modelo constitutivo para cart´ılago articular, y validar
sus resultados de simulacio´n con datos experimentales in-vitro hallados en la literatura.
1.2.2. Objetivos Espec´ıficos
Identificar y analizar los distintos para´metros involucrados en el comportamiento bio-
meca´nico del cart´ılago articular.
Establecer un modelo constitutivo meca´nico del cart´ılago articular.
Implementar el modelo con el me´todo de elementos finitos.
Analizar y validar resultados con resultados experimentales hallados en la literatura.
1.2.3. Metodolog´ıa
El cumplimiento de los objetivos se hara´ por medio de un proceso interpretativo constructivo
cualitativo introduciendo datos de autores que han sido hallados en sus respectivas inves-
tigaciones de forma emp´ırica y anal´ıtica. La informacio´n del estado actual del estudio bio-
meca´nico del cart´ılago, es extra´ıda de bibliograf´ıa especializada como lo son art´ıculos me´dicos
y de ingenier´ıa, por medio de una revisio´n profunda y exhaustiva de textos cient´ıficos. Es-
ta informacio´n sera´ analizada abstrayendo los aspectos, variables y condiciones establecidas
como fundamentales en la meca´nica del cart´ılago articular, que hayan sido relevantes segu´n
lo indique la literatura. Identificando los modelos matema´ticos utilizados en el modelado de
cart´ılago articular, y las condiciones de dichos modelos.
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Una vez definidas las variables a tener en cuenta para introducir en el modelo, se realiza el
planteamiento matema´tico del modelo en dos dimensiones con sus respectivas consideraciones
y la formulacio´n de manera diferencial para aplicar el me´todo de los elementos finitos a las
ecuaciones de gobierno y as´ı obtener el modelo matema´tico final a implementar.
Este modelo matema´tico constitutivo se implementara´ en un algoritmo de Elementos Finitos
propio escrito en el ambiente de programacio´n utilizado por MATLAB c©2007b, avanzando
adicionalmente en herramientas propias de ana´lisis. Actualmente los paquetes comerciales
que pueden utilizar elementos para materiales bifa´sicos son muy costosos, como es el caso
de ABAQUS. Se realizara´n corridas de simulacio´n con las condiciones preestablecidas en la
formulacio´n y se obtendra´n los resultados del modelo.
Los resultados obtenidos sera´n analizados y se comparara´n con resultados experimentales
encontrados en la literatura, los cuales han sido alcanzados de ensayos predeterminados
como compresio´n confinada y no confinada y algunos teo´ricos de otros modelos propuestos
por otros autores.
1.3. Resultados Esperados
Como modelo inicial, se espera que las simulaciones del modelo bajo tipos de solicitacio´n
registrados en la literatura tengan una buena aproximacio´n a los resultados experimentales
obtenidos reportados en los registros mencionados. Se espera establecer una formulacio´n del
modelo y detallar sus caracter´ısticas para que su implementacio´n sea utilizada en futuros
trabajos que intenten modelar procesos de lubricacio´n y feno´menos degenerativos.
1.4. Estructura del documento
En el Cap´ıtulo 2 se hace una descripcio´n fisio-histolo´gica del cart´ılago articular y una des-
cripcio´n de las propiedades f´ısicas y meca´nicas de e´ste. Se realiza una breve referencia a
las afecciones del cart´ılago y a los me´todos me´dicos que se utilizan para mantener la fun-
cionalidad de la articulacio´n. En el Cap´ıtulo 3 se realiza una descripcio´n de varios mode-
los constitutivos utilizados para describir el comportamiento del cart´ılago articular. En el
Cap´ıtulo 4 se realiza el planteamiento de las ecuaciones del modelo, haciendo un repaso de
conceptos de meca´nica del medio continuo y del me´todo de Elementos Finitos, estableciendo
las consideraciones que se tienen en cuenta para la formulacio´n del modelo. Se presenta el
desarrollo de la formulacio´n en Elementos Finitos de las ecuaciones de gobierno, y se describe
la programacio´n del me´todo. En la parte final del cap´ıtulo se presentan los resultados de las
corridas del modelo. El ana´lisis de los resultados se presenta en el Cap´ıtulo 5 donde se com-
paran con los datos obtenidos por otros autores en ensayos de laboratorio. En el Cap´ıtulo
6 se consignan las conclusiones del trabajo y se plasman unas reflexiones frente al trabajo
futuro.
2 CARTI´LAGO ARTICULAR
El sistema mu´sculo esquele´tico es el que le brinda soste´n y proteccio´n a los o´rganos del
cuerpo, haciendo adema´s posible la movilidad del ser humano en procesos como la marcha.
Esta´ compuesto por elementos pasivos y activos desde el punto de vista meca´nico. Donde los
elementos activos son los que generan el movimiento, por tanto los u´nicos que son de este
tipo son los mu´sculos, e´stos realizan la contraccio´n de sus fibras para generar movimientos
ayudados de los otros elementos, que son los huesos, tendones y ligamentos.
El cart´ılago es un tipo de tejido conjuntivo que se encuentra en diferentes partes del sistema
mu´sculo-esquele´tico, y su cantidad en el organismo va cambiando a medida que se crece.
En la adultez el cart´ılago ha disminuido considerablemente en el organismo con relacio´n al
cart´ılago en un organismo neonato. El cart´ılago puede encontrarse en el cuerpo humano en
tres tipos, hialino, ela´stico y fibroso. El cart´ılago articular es de tipo hialino y es el ma´s
abundante en el organismo [26].
El cart´ılago articular pertenece a las articulaciones sinoviales. Antes de describir al cart´ılago
se requiere mencionar el subsistema al que pertenece. Las articulaciones son subsistemas del
sistema mu´sculo-esquele´tico, y e´stas tienen la funcio´n de unir dos o ma´s huesos, dependiendo
de su tipo, permitir el movimiento relativo entre ellos y cambiar en muchos casos la direccio´n
de las fuerzas efectuadas por los mu´sculos.
Las articulaciones se clasifican dependiendo del tipo de unio´n, de su funcio´n o del rango de
movimiento, en fibrosas, cartilaginosas y sinoviales [59]. En funcio´n del tipo o caracter´ısticas
de la unio´n, as´ı se presenta su rango de movimiento.
El estudio de las articulaciones sinoviales ha sido abordado desde diferentes campos de forma
individual como de modo multidisciplinar, y se han planteado mu´ltiples modelos que tratan
de explicar la dina´mica del sistema articular, as´ı como la dina´mica interna del cart´ılago y la
forma en que e´ste desempen˜a sus funciones.
Una de las articulaciones ma´s estudiadas, es la articulacio´n de la cadera, debido a que las
afecciones de e´sta articulacio´n causan mucha incapacidad a la persona que las padece. La
articulacio´n de cadera tiene caracter´ısticas especiales dentro del sistema mu´sculo esquele´tico.
Particularmente la cadera presenta una estabilidad intr´ınseca que es proporcionada por su
forma en “bola y gua (agujero co´ncavo)” a diferencia de la rodilla que es relativamente
inestable [60]. E´sta estabilidad es requerida para el funcionamiento correcto del cart´ılago por
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que una inestabilidad podr´ıa incrementar el riesgo de impactos sobre la superficie articular.
La articulacio´n de la cadera se muestra en la Figura 2-1.
Figura 2-1: Articulacio´n coxofemoral [3].
E´sta articulacio´n presenta problemas de funcionalidad debido a artropat´ıas que modifican
las propiedades meca´nicas de los tejidos que la conforman. Siendo uno de los ma´s afectados
el cart´ılago articular. Las modificaciones de la cadera conllevan a una distribucio´n alterada
de las solicitaciones en el cart´ılago articular y en la zona o´sea adyacente, pudiendo generar
esfuerzos anormales en sus estructuras.
El cart´ılago articular, as´ı como la mayor´ıa de los tejidos biolo´gicos, presenta un comporta-
miento meca´nico dif´ıcil de modelar desde el punto de vista fenomenolo´gico con los modelos
constitutivos idealizados de los materiales de ingenier´ıa ma´s comunes. Por lo tanto se ha
dedicado gran cantidad de investigacio´n y esfuerzos en aproximar el comportamiento que
e´ste exhibe por medio de nuevos modelos constitutivos.
Para poder analizar y estudiar los feno´menos de degradacio´n del cart´ılago es necesario com-
prender y manejar a profundidad el comportamiento mencionado, ya que de e´ste dependen
los estados de esfuerzo y deformacio´n del tejido y por ende los procesos de degradacio´n
meca´nica que se presenten, y su influencia en la etiolog´ıa de las enfermedades que lo afectan.
2.1. Morfolog´ıa del Cart´ılago Articular
El cart´ılago articular es una delgada capa de tejido fibroso de color blanco azulado que re-
cubre los extremos de los huesos largos en las articulaciones sinoviales; posee una estructura
extremadamente heteroge´nea la cual cambia en mayor proporcio´n, en relacio´n a la profun-
didad desde la superficie. Se ha identificado que ese cambio con la profundidad se puede
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enmarcar en cuatro zonas, Zona superficial, Zona Intermedia, Zona profunda y Zona calcifi-
cada. Regiones donde se hacen evidentes las diferentes direcciones entre las fibras de cola´geno
que lo conforman y las diferentes proporciones de cantidad en sus componentes. Estas zonas
se pueden observar en la Figura 2-2.
Figura 2-2: Zonas de heterogeneidad del Cart´ılago Articular. Adaptado de [59].
El cart´ılago cuenta con una superficie lisa, aunque de rugosidad no despreciable, que facilita
el desplazamiento entre los huesos en conjuncio´n con el l´ıquido sinovial “pra´cticamente sin
esfuerzo”[60]. Por otra parte, el cart´ılago distribuye las cargas y evita que existan concen-
traciones de esfuerzo en la superficie del hueso subcondral. Cuando el liquido sinovial actu´a
como lubricante, el coeficiente de friccio´n entre cart´ılagos articulares es muy bajo, compa-
rable a 15 veces menor que el que se produce entre dos cubos de hielo, inclusive cuando la
articulacio´n se encuentra sometida a una sobrecarga fisiolo´gica [60].
El cart´ılago es el componente que brinda en mayor medida la caracter´ıstica viscoela´stica
de las articulaciones sinoviales. A diferencia de los huesos, posee una limitada capacidad de
regeneracio´n [85], ya que no tiene un remodelamiento tan activo como el del tejido o´seo, al
que se le ha dedicado adema´s bastantes estudios y ana´lisis a los procesos [20, 83, 71, 20, 51], de
dan˜o [51] y procesos de recuperacio´n [27]. Lo anterior significa una irrecuperable condicio´n de
normalidad una vez el proceso de degradacio´n patolo´gica empieza a ocurrir. Esta degradacio´n
puede ser por procesos siste´micos que modifiquen las propiedades f´ısicas del cart´ılago sano o
por traumatismos que afectan la integridad del tejido. Cualquiera que sea la causa del inicio,
el camino que conduce al deterioro del cart´ılago esta´ marcado por el re´gimen de carga que
se le aplique en las actividades realizadas que involucran fuerzas en la articulacio´n.
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2.2. Histolog´ıa y Composicio´n
El cart´ılago es un tejido avascularizado, aneural y alinfa´tico. Posee unas ce´lulas llamadas
condrocitos, las cuales se nutren por difusio´n. Es un tipo especializado del tejido conectivo.
Sus ce´lulas, los condrocitos (ver Figura 2-3) esta´n distribuidos en toda la matriz extracelular
[26]. E´sta esta´ compuesta de agua, fibras de cola´geno y por una red de prote´ınas (proteo-
glicanos) altamente anisotro´pica, lo que le proporciona su comportamiento caracter´ıstico en
respuesta meca´nica.
Condrocitos
Son las ce´lulas encargadas de sintetizar y degradar la matriz en la que se encuentran in-
mersos y hacen parte de menos del 10 % del volumen del tejido. Se encuentran ubicados
en cavidades (lagunas) dentro de la matriz, la cual les proporciona los elementos necesarios
para su funcionamiento. Tambie´n puede dividirse y dar lugar a grupos de condrocitos en una
misma laguna.
Se cree que los condrocitos tienen la capacidad de detectar cambios en la presio´n y el flujo,
y como respuesta a estos cambios, proceden a la s´ıntesis y/o degradacio´n de la matriz.
Los condrocitos poseen un modulo de elasticidad mucho ma´s bajo que los otros componentes
del cart´ılago pero posee una permeabilidad much´ısimo ma´s alta que la matriz extracelular
[89].
Figura 2-3: Condrocitos y matriz extracelular [86].
Matriz Extracelular
La matriz extracelular consiste en macromole´culas estructurales y tejido fluido, donde este
u´ltimo esta´ alrededor del 60-80 % del peso hu´medo del cart´ılago y las macromole´culas es-
tructurales el 20-40 %. Las macromole´culas son cola´geno, proteoglicanos y otras prote´ınas.
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En la Figura 2-4 se esquematizan las macromole´culas dentro del cart´ılago.
Figura 2-4: Esquema de red cola´geno-proteoglicanos, adaptada de [54].
El cola´geno encontrado en el cart´ılago es la misma fibra de prote´ına insoluble encontrada en
los huesos con una forma un poco diferente. El cola´geno de los huesos es llamado Tipo I y el
de los cart´ılagos es Tipo II. [59]. La diferencia radica en que el tipo I posee una estructura
helicoidal de tres he´lices donde todas son cadenas ide´nticas de prote´ınas y en el tipo II hay
dos ide´nticas y una diferente. Tambie´n se encuentran en much´ısimo menos cantidad cola´genos
tipos IX, X y XI [2].
A trave´s de las fibras de cola´geno se da un feno´meno de exudacio´n cuando el cart´ılago es
sometido a una carga, que se presume, es el que brinda su propiedad viscosa.
Las investigaciones sobre la actividad del cola´geno en las funciones biomeca´nicas han mos-
trado cada vez ma´s que la integridad de la red de cola´geno contribuye de manera significativa
a las propiedades meca´nicas y tribolo´gicas del cart´ılago [40].
Tejido Fluido
Es el fluido que se encuentra intersticialmente en la ultraestructura de la matriz que contiene
las macromole´culas y estas restringen el movimiento de este fluido. Es el mayor constituyente
del cart´ılago en peso hu´medo, esta´ conformado mayormente por agua y le proporcionan las
propiedades viscosas caracter´ısticas del tejido. La red no regular de cola´geno y de proteogli-
canos le da una baja permeabilidad a la matriz lo que genera grandes fuerzas de arrastre al
fluido haciendo que pueda soportar cargas a compresio´n. Tambie´n brinda la posibilidad de
rehidratacio´n que le confiere la capacidad de relajacio´n de esfuerzos, caracter´ıstica espec´ıfica
del comportamiento viscoela´stico.
De manera general se podr´ıa describir la no homogeneidad en la composicio´n del cart´ılago,
con las siguientes caracter´ısticas a media que se aumenta en profundidad desde la superficie
articular
Menor contenido de agua
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Mayor contenido de proteoglicanos
Menos cola´geno
Menor concentracio´n de Condrocitos
Evidentemente la variacio´n en la composicio´n garantiza una variacio´n en las propiedades
meca´nicas del cart´ılago.
2.3. Propiedades f´ısicas y meca´nicas del cart´ılago
Como se ha esbozado anteriormente el cart´ılago articular tiene tres funciones principales que
son:
Transferir fuerzas entre los huesos de la articulacio´n
Distribuir las fuerzas en las superficies articulares
Permitir movimiento entre las superficies articulares con mı´nima friccio´n [57, 63, 74]
Para poder cumplir con dichas funciones el cart´ılago tiene propiedades f´ısicas y meca´nicas
especiales, y se da por hecho que se las proporciona su naturaleza multifa´sica. Algunos in-
vestigadores han incluido como otra funcio´n del cart´ılago la absorcio´n de energ´ıa durante
deformacio´n compresiva c´ıclica (Holmes et. al. [32]). Para permitir el desplazamiento de las
superficies articulares, la estructura interna del cart´ılago en conjuncio´n con el l´ıquido sinovial
le brinda un coeficiente de friccio´n a la articulacio´n sinovial muy bajo(≈0,0025) [59].
El cart´ılago presenta anisotrop´ıa y no homogeneidad en sus propiedades, e´stas var´ıan de-
pendiendo de la zona en que sean evaluadas debido a la cantidad y diferente orientacio´n de
las fibras de cola´geno, como al contenido de proteoglicanos, condrocitos y agua. La principal
diferencia en las propiedades tensiles se encuentra cuando se prueban paralelamente a la
direccio´n predominante de las fibras de cola´geno y perpendicular a estas. Por lo tanto, las
propiedades tensiles del cart´ılago son anisotro´picas, como se muestra en la Figura 2-5. La
mayor no-homogeneidad se presenta en funcio´n de la profundidad. La capacidad del cart´ılago
para soportar carga a tensio´n va disminuyendo a medida que se desplaza hacia la zona pro-
funda, lo que muestra que la superficie es la mejor condicionada para resistir cargas tensiles
en la direccio´n paralela a la superficie articular.
Tambie´n se presenta un grado de no linealidad en la propiedad tensil, a medida que las fibras
que no esta´n totalmente alineadas se alinean y asumen carga [14].
Cada uno de los componentes del cart´ılago influye en sus comportamiento meca´nico global,
dependiendo de la cantidad en su composicio´n. Las propiedades ela´sticas de las ce´lula vivas
como los condrocitos, as´ı como las de la mayor´ıa de los tejidos, tienen varios o´rdenes de
2.3 Propiedades f´ısicas y meca´nicas del cart´ılago 12
Figura 2-5: Curvas esfuerzo-deformacio´n de muestras de zona superficial, paralelas y per-
pendiculares a las fibras de cola´geno, tomada de [54].
diferencia con la mayor´ıa de los materiales de ingenier´ıa, como se ve en la Figura 2-6.
La resistencia a la compresio´n depende de la distribucio´n de los proteoglicanos, los cuales
aumentan la carga negativa dentro de la matriz por lo que se generan fuerzas de repulsio´n
que hacen r´ıgida la matriz con respecto a cargas compresivas, que deben vencer esas fuerzas
repulsivas. Debido a esto la zona profunda tiene ma´s capacidad de resistir cargas compresivas
por ser la zona con mayor contenido de proteoglicanos.
Con respecto al esfuerzo al corte, no se tienen muchas mediciones respecto a la profundidad
del cart´ılago, pero se sobreentiende que es la porcio´n so´lida del cart´ılago la que resiste es-
te tipo de cargas. Algunas fibras de cola´geno quedan sometidas a tensio´n y ah´ı ocurre un
reposicionamiento de los proteoglicanos de tal forma que entre ambos grupos se reparten y
soportan la carga.
Algunas propiedades del cart´ılago han sido estimadas y varios autores [59] las han seleccio-
nado y publicado. En la Tabla 2-1 se muestran propiedades f´ısicas del cart´ılago.
El cart´ılago posee comportamiento viscoela´stico que ha sido mostrado por experimentos de
laboratorios. El cual incluye anisotrop´ıa, no homogeneidad y no linealidad en ensayos de
compresio´n-tensio´n [35]. Se cree que es debido al flujo de agua en su interior, aunque la
matriz por si sola es capaz de tener esta actuacio´n segu´n algunos investigadores [19]. Existe
una relacio´n proporcional entre el flujo de fluido y el gradiente de presio´n que haya dentro
del cart´ılago y es caracterizada por la permeabilidad. E´sta depende del estado deformacional
del cart´ılago, tal como se muestra en la Figura 2-7.
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Figura 2-6: Rango de mo´dulos ela´sticos de ce´lulas biolo´gicas y materiales convencionales,
adaptada de [54].
El cart´ılago puede presentar variaciones en las propiedades meca´nicas dependiendo de la
posicio´n en la superficie articular en las articulaciones ma´s grandes, como en el caso de la
cadera. Esto es debido a las diferentes solicitaciones que se presentan localizadamente como
por ejemplo en un ciclo de marcha. En el caso de e´sta articulacio´n por ejemplo, a pesar de la
geometr´ıa parcialmente sime´trica de la superficie del cart´ılago, e´sta presenta una variacio´n
de las propiedades meca´nicas de un punto a otro sobre la superficie articular dependiendo
de la carga aplicada en cada punto espec´ıfico.
El comportamiento viscoela´stico como se esperar´ıa, tambie´n cambia en funcio´n de la pro-
porcio´n de las fibras y de agua, de cada zona del cart´ılago, y por ende de la del tejido
completo. En la Figura 2-8 se muestra la respuesta en creep para diferentes contenidos de
proteoglicanos (glicosaminoglicanos) [50].
Aunque el cart´ılago presenta una porosidad (Pm) relativamente alta, alrededor de 0,75−0,80,
con un taman˜o de poro efectivo de 2,0 a 6,5nm, e´ste se caracteriza por un baja permeabilidad,
del orden de 10−15 a 10−16 m
4
N ·s .
Pm =
ms −mf
mf
Tribolog´ıa
La articulacio´n sinovial es un sistema biotribolo´gico, en el cual las superficies implicadas
(cart´ılago articular) son del mismo material con similares caracter´ısticas y propiedades
meca´nicas. El sistema puede ser analizado desde los principales aspectos como los son su-
2.3 Propiedades f´ısicas y meca´nicas del cart´ılago 14
Tabla 2-1: Propiedades f´ısicas seleccionadas de cart´ılago [59].
Propiedad Valor Unidad
Densidad 1300 kg
m3
Contenido de agua (peso hu´medo) 75 %
Contenido Orga´nico (peso Hu´medo) 20 %
Contenido Orga´nico (peso Seco) 90 %
Esfuerzo u´ltimo a compresio´n* 5 MPa
Coeficiente de friccio´n (seco) 0.0025
Coeficiente de friccio´n en articulacio´n saludable** ≤ 0,020
Espesor de pel´ıcula de fluido en articulacio´n*** 0.5 µm
* Valores aproximados basados en datos de Yamada (1973). **Dowson (1992).
***Dowson(1990) Tomada de [59].
Figura 2-7: Curvas experimentales para permeabilidad de cart´ılago articular que muestra
una fuerte dependencia con el esfuerzo compresivo y presio´n aplicada [59].
perficies y lubricacio´n.
Superficie
La superficie del cart´ılago articular sano, como todas las superficies en la escala microsco´pica
es rugosa, la magnitud de e´sta es grande respecto a otras superficies articulares artificiales,
esto vie´ndolo desde el para´metro Ra, el ma´s comu´n para la medicio´n de la rugosidad, el cual
en el cart´ılago articular es mucho mayor que el de otras superficies artificiales, como por
ejemplo las utilizadas en pro´tesis de cadera.
La superficie macro de la ep´ıfisis del hueso determina las cargas que actu´an sobre el cart´ıla-
go. En las actividades cotidianas el cart´ılago se ve sometido a diferentes reg´ımenes de carga
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Figura 2-8: Correlacio´n de rigidez a compresio´n con el contenido total de glicosaminoglica-
nos, tomada de [50].
como por ejemplo, en la cadera, desde el proceso cuasi-esta´tico de aceptacio´n de carga al
adoptar la bipedestacio´n hasta las velocidades de la marcha y carrera.
Lubricacio´n
El cart´ılago en el ambiente fisiolo´gico, en conjuncio´n con el l´ıquido sinovial, permite un coe-
ficiente de friccio´n muy bajo entre las superficies articulares. E´ste coeficiente tambie´n se ve
influenciado por la carga intersticial soportada por el cart´ılago y por un feno´meno llamado
rehidratacio´n, que consiste en recuperacio´n del fluido exudado. En las actividades fisiolo´gi-
cas, la traslacio´n de la zona de contacto ayuda a mantener una alta carga soportada por
la fase fluida y por tanto un bajo nivel de friccio´n [40]. Se piensa que en las articulaciones
sinoviales se presentan diferentes reg´ımenes de lubricacio´n dada las diferentes solicitaciones,
y gracias a la posibilidad del tejido de exudar y rehidratarse, se garantiza una capa de fluido
entre las superficies.
Edad
Otra importante variable que influye en el desempen˜o meca´nico del cart´ılago, es el estado
de crecimiento de los huesos. En edades tempranas cuando au´n el hueso esta´ en crecimiento
(existe cart´ılago de crecimiento “open physis”) el cart´ılago articular presenta un incremento
de la resistencia a tensio´n y de la rigidez respecto a la profundidad, contrario a lo que
se presenta en el cart´ılago maduro (sin cart´ılago de crecimiento “no physis”), donde se
presenta una disminucio´n de la resistencia a tensio´n del cart´ılago a mayor profundidad desde
la superficie articular [72].
2.3 Propiedades f´ısicas y meca´nicas del cart´ılago 16
2.3.1. Ensayos comu´nmente utilizados para caracterizacio´n del
cart´ılago
Tanto para la obtencio´n de ı´ndices meca´nicos utilizados para la caracterizacio´n del cart´ıla-
go, as´ı como para la validacio´n de modelos, los investigadores han usado principalmente
tres ensayos, que son los ma´s aceptados [43], y tambie´n los ma´s comu´nmente encontrados
en la literatura. Dependiendo del ensayo se pueden encontrar varios ı´ndices meca´nicos pa-
ra la caracterizacio´n del tejido, los ma´s utilizados son el mo´dulo agregado (Ha), mo´dulo
de elasticidad de la fase so´lida (Es) y la relacio´n de Poisson (ν). Estos ı´ndices dependen de
las restricciones y cargas aplicadas en cada ensayo. A continuacio´n se describen estos ensayos.
Compresio´n Confinada
En este ensayo una probeta cil´ındrica de cart´ılago se encierra en una ca´mara de igual geo-
metr´ıa, de pared r´ıgida, que no permite el desplazamiento lateral a medida que se le imprime
carga al cart´ılago. Tampoco permite el flujo de fluido exudado en la direccio´n radial. Ya sea
la superficie con la que se realiza la carga o la base de la ca´mara tiene una porosidad que
permite la salida de fluido, siendo la contraparte impermeable dependiendo del arreglo del
montaje. En la Figura 2-9 se esquematiza un arreglo de este tipo.
Figura 2-9: Esquema de montaje para ensayo de compresio´n confinada
La probeta confinada se somete a ciclos consecutivos de deformacio´n y relajacio´n con los que
se mide la respuesta en carga del cart´ılago, pudiendo hallarse as´ı ı´ndices meca´nicos como el
mo´dulo agregado Ha para el caso de compresio´n confinada. E´ste ı´ndice es una medida de la
rigidez del cart´ılago cuando el flujo de fluido ha cesado. Aunque no hay una constante ana´lo-
ga de e´ste para materiales so´lidos, se puede relacionar el mo´dulo agregado con el mo´dulo de
elasticidad con la ayuda de la relacio´n de Poisson [50].
La compresio´n confinada tiene la dificultad experimental de obtener un espe´cimen con un
dia´metro preciso para minimizar las discrepancias con el dia´metro de la ca´mara. En la etapa
inicial del ensayo, mientras el cart´ılago se acomoda a la ca´mara de confinamiento, existe una
no linealidad entre carga y desplazamiento y no es estrictamente compresio´n confinada en
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esa etapa.
Compresio´n No Confinada
En el ensayo de compresio´n no confinada la probeta de cart´ılago se coloca entre dos superfi-
cies impermeables, permitiendo la exudacio´n de fluido solo en la direccio´n radial. Se realizan
tambie´n ciclos de carga-relajacio´n y con los esfuerzos y deformaciones de equilibrio se puede
obtener el mo´dulo de elasticidad de la fase so´lida Es. Autores como Jurvelin y colaboradores
[38], han intentado medir o´pticamente el coeficiente de Poisson de la fase so´lida en microen-
sayos de compresio´n no confinada, haciendo mediciones con fotograf´ıas del desplazamiento
lateral del espe´cimen sometido a la compresio´n. En la Figura 2-10 se esquematiza el montaje
del ensayo.
Figura 2-10: Esquema de montaje para ensayo de compresio´n no confinada
Para los protocolos de los ensayos de compresio´n confinada y no confinada, han existido suge-
rencias de diferentes autores, en cuanto a la aplicacio´n de un pre-contacto sobre la muestra,
ya sea medida en carga o en desplazamiento. Esto con el fin de garantizar el buen contacto
de la muestra y el pisto´n, y mejorar las condiciones de repetibilidad de los ensayos para
garantizar por tanto su calidad, que por mucho tiempo no fue suficiente [43].
Indentacio´n
En e´ste ensayo se somete a la muestra de cart´ılago, que au´n conserva el hueso subcondral,
a presio´n localizada con un indentador poroso de geometr´ıa predefinida, entre 1 y 3 mm de
dia´metro [38]. E´ste ensayo se realiza generalmente antes que cualquiera de los dos anteriores,
ya que luego se retira el hueso subcondral para las otras compresiones. Al igual que en los
otros ensayos se realiza una rampa de carga relajacio´n con n escalones de deformacio´n y su
respectiva relajacio´n. En la Figura 2-11 se muestra un esquema del ensayo de indentacio´n.
Como se ha mencionado, de cada uno de los ensayos se puede obtener directamente un
ı´ndice meca´nico (de los tres ma´s utilizados), y con algunas suposiciones, calcular (indirecta-
mente) los otros dos. En la Tabla 2-2 se muestran los me´todos utilizados por Korhonen y
colaboradores [43] para el ca´lculo de los ı´ndices.
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Figura 2-11: Esquema de montaje para ensayo de indentacio´n
Tabla 2-2: Me´todos directos e indirectos usados por Korhonen y colaboradores para obten-
cio´n de ı´ndices meca´nicos, adaptada de [43].
I´ndice Directo Indirecto
Mo´dulo de Young No confinada
Confinada: Es =
(1+νs)(1−2νs)
1−νs Ha
Indentacion: Es =
(1−ν2s )pia
2κh E
Mo´dulo Agregado Confinada
No Confinada: Ha =
1−νs
(1+νs)(1−2νs)Es
Indentacion:* Ha =
1−νs
(1+νs)(1−2νs)Es
Relacio´n de Poisson O´ptico
No confinada vs. Indentacion: νs =
√
1− 2κhpia EsE
No confinada vs. confinada: νs =
Es
Ha
−1+
√
( EsHa−1)2−8(
Es
Ha
−1)
4
* Es indica el valor medido en la prueba de indentacio´n. a es el radio del indentador, h espesor del
cart´ılago, νs relacio´n de Poisson (Medida o´pticamente), E es la pendiente de la curva de equilibrio
esfuerzo-deformacio´n en indentacio´n, κ es el factor de escala (Hayes et al., 1972; Jurvelin et al., 1990), Ha
Mo´dulo agregado (determinado en compresio´n confinada) y Es mo´dulo de Young (determinado en
compresio´n confinada)
Otro ensayo que se utiliza para la caracterizacio´n del cart´ılago, es el ensayo de permeabilidad.
Igual como se realiza en muchos materiales para la cuantificacio´n de e´sta propiedad, se somete
el tejido a un gradiente de presio´n por medio de un fluido y se mide el flujo a trave´s de la
muestra.
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2.4. Enfermedades y afecciones asociadas al cart´ılago
Existen muchas patolog´ıas que modifican las propiedades f´ısicas y/o meca´nicas del cart´ılago
articular y por ende cambian el cumplimiento de sus funciones. Las patolog´ıas tienen dife-
rentes causas, desde mala alimentacio´n en edades tempranas, factores gene´ticos, obesidad,
traumatismos por golpes, enfermedades autoinmunes ya sean adquiridas o conge´nitas como
por ejemplo la artrosis y las diferentes artritis[30, 82].
La baja capacidad de recuperacio´n del cart´ılago hace que un traumatismo por golpe como
una fractura del cart´ılago sea irreparable por s´ı mismo, lo que hace necesario la intervencio´n
a la articulacio´n, ya sea para el reemplazo o solo la extirpacio´n del cart´ılago afectado como
en el caso de los meniscos (meniscectomı´a).
La predisposicio´n gene´tica junto a ciertas caracter´ısticas del entorno, como reg´ımenes inapro-
piados de alimentacio´n, puede llevar a la mala formacio´n de los cart´ılagos en etapa temprana
y por ende a falencia en las cantidades y calidades de los componentes que le confieren sus
propiedades meca´nicas.
Artritis
La artritis es la inflamacio´n de una o varias articulaciones, es una enfermedad que afecta
las articulaciones, causando dolor y limitacio´n del movimiento. Existen variados tipos de
artritis dependiendo de los componentes de la articulacio´n que se vean afectados y varios
tipos dependiendo tambie´n, de las causas que la producen. Sea cual sea el tipo de artritis,
a largo plazo sin un tratamiento adecuado, toda la articulacio´n termina siendo afectada. El
signo esencial de la enfermedad es la capacidad de la inflamacio´n sinovial para producir una
destruccio´n del cart´ılago con erosiones o´seas y deformidades articulares en fases posteriores
[30]. En el caso de la Artritis Reumatoide se piensa que la principal causa en el cambio de
las propiedades del cart´ılago es debido a un cambio en las enzimas en el l´ıquido sinovial, que
son aportadas por la sinovia, las cuales van degradando el cart´ılago.
Artrosis
La principal enfermedad articular que afecta directamente al cart´ılago articular es la Os-
teoartrosis (Artrosis). Esta es una enfermedad degenerativa que empieza deteriorando el
cart´ılago hasta llegar a afectar el hueso adyacente. La artrosis es la enfermedad articular
ma´s frecuente del ser humano, y en los pa´ıses desarrollados es la mayor causa de incapaci-
dad cro´nica en ancianos [30]. Por ende ha sido considerada un problema de salud pu´blica
en varios pa´ıses, como EE.UU. y Espan˜a. Las lesiones anatomo-patolo´gicas ma´s llamativas
de la artrosis suelen verse en las a´reas del cart´ılago articular que soportan las cargas. Es
ampliamente conocido, que para etapas in´ıciales de osteoartrosis el contenido de agua en el
cart´ılago se incrementa. Esa perturbacio´n en la composicio´n del tejido implica directamente
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un mal soporte de las solicitaciones meca´nicas.
Cuando el cart´ılago articular deja de cumplir sus funciones dentro de la articulacio´n el pa-
ciente experimenta s´ıntomas que afectan en gran medida su calidad de vida, como lo son
dolores y limitacio´n de los movimientos de la articulacio´n afectada. Esto conlleva en mucho
de los casos a los reemplazos prote´sicos, cirug´ıa ortope´dica a la que se le ha dedicado mucha
investigacio´n [84], siendo la artrosis de cadera la enfermedad que ma´s provoca la necesidad
de reemplazo [67].
Una vez alteradas las propiedades del tejido sano, el desgaste y dan˜o es debido en mayor
proporcio´n a la solicitacio´n meca´nica no soportada, que al deterioro por la artropat´ıa cro´nica
en s´ı. (Cambios siste´micos en las propiedades). En principio se intenta aliviar los s´ıntomas de
la enfermedad con tratamientos conservadores, que tratan de disminuir el dolor y mejorar la
movilidad de la articulacio´n lesionada. So´lo cuando no se consigue aliviarlo y se compromete
la funcionalidad, se recurre a la colocacio´n de una pro´tesis de articulacio´n.
Millones de personas requieren tratamiento en reparacio´n del dan˜o articular en cadera y
rodilla [40].
2.4.1. Procedimientos correctivos para la recuperacio´n de la
funcionalidad
Cuando se amenaza la funcionalidad se usan me´todos de fisioterapia para mantener activa la
articulacio´n y evitar su deterioro por la inflamacio´n; pero si ya se ha llegado a la condicio´n de
pe´rdida de funcionalidad, se pueden realizar cirug´ıas que tratan de solucionar el problema e
intentar devolver la capacidad de movimiento de la articulacio´n. Estas cirug´ıas son llamadas
artroplastias, en las cuales se modifica la superficie articular. No necesariamente con remplazo
prote´sico, aunque estos u´ltimos son el tipo ma´s comu´n de artroplastia [73]. A continuacio´n
se describen las ma´s notables.
Artroplastias de Reseccio´n
Una de las superficies o´seas se reseca en forma total o parcial y de esta forma las
superficies articulares naturales no se encontrara´n ma´s en contacto. Este tipo de ar-
troplastias puede afectar la funcionalidad considerablemente, en relacio´n a la afeccio´n
que busca solucionar, dependiendo de la articulacio´n en la que se efectu´e. En la cadera
este tipo de artroplastia no es recomendable.
Artroplastias de Interposicio´n
En este caso tambie´n se reseca una superficie articular pero entre ellas se coloca un
material que sera´ la nueva interfaz de contacto entre las dos estructuras o´sea implicadas
en la articulacio´n. Es posible hacer esta artroplastia consecutivamente a la de reseccio´n
pero no siempre se realiza. Es muy utilizada en la articulacio´n trapecio-metacarpiana
2.4 Enfermedades y afecciones asociadas al cart´ılago 21
en la que se introduce un injerto de tendo´n enrollado que sera´ la nueva estructura de
contacto.
Artroplastias de reemplazo prote´sico
Como su nombre lo indica una pro´tesis reemplaza la articulacio´n, esta puede ser parcial
o total (que es donde de reemplazan las dos superficies articulares), en contraposicio´n a
la primera donde solo una superficie es reemplazada. En el caso de la cadera es comu´n
la utilizacio´n de una pro´tesis meta´lica para el reemplazo de la ep´ıfisis del fe´mur y el
cotilo puede ser reemplazado por una cavidad de polietileno [73]. Este es uno de los
mayores adelantos de la cirug´ıa ortope´dica del siglo XX y se debe al disen˜o y perfec-
cionamiento de la cadera artificial hecha por el doctor John Charnley de Inglaterra
[84]. Existen investigaciones que se han realizado para el disen˜o de pro´tesis de cadera,
dirigidos a la disminucio´n de la cantidad de estructura natural que se requiere retirar
en caso de reemplazo de la articulacio´n [6, 62, 55].
Cuando aparece un paciente con artrosis de cadera se debe estudiar el caso para determinar
cua´l es la causa de esta afeccio´n y definir el grado de avance de dan˜o en el cart´ılago. Cuando
el paciente es joven y la artrosis se encuentre en su etapa inicial, una vez se ha determinado
que existe una alteracio´n en la articulacio´n dada, ya sea una disminucio´n en la distancia
entre el fe´mur y el cotilo, que puede ser provocada por una displasia o por un pellizcamiento
entre el fe´mur y la pelvis, es posible efectuar algu´n tipo de cirug´ıa correctora que reoriente
la superficie de la cavidad de la pelvis o corrija la deformidad del cuello o cabeza del fe´mur.
Esto evita que se continu´e produciendo el roce anormal o la hiperpresio´n entre los huesos.
Pero si ya el grado de avance es mayor y se ha agregado rigidez dolorosa y/o el dan˜o del
cart´ılago es considerable, “a u´nica solucio´n es un reemplazo articular debiendo efectuarse
una pro´tesis total de cader” [80]. En la Figura 2-12 se muestra la forma en que se ver´ıa
internamente el cambio total de la articulacio´n.
Figura 2-12: Pro´tesis de cadera [90].
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El comportamiento a corto y a largo plazo de un reemplazo de cadera total depende de la
obtencio´n de la distribucio´n o´ptima de los esfuerzos dentro de la interfaz hueso - implante
[69, 76].
En la actualidad los estudios de simulacio´n de unio´n de cadera se han convertido en una
herramienta muy eficiente en la investigacio´n fundamental para el desarrollo de biomateriales,
y tambie´n para pruebas precl´ınicas, enfocada a reducir al mı´nimo el riesgo de los pacientes
que reciben el implante [39]. La cinema´tica de caderas naturales son simuladas en laboratorio,
por ma´quinas en los tres ejes [28, 79] y por medio de modelos computacionales desarrollados
para tal fin [31].
Otro aspecto interesante es que dependiendo de la edad y del tipo de falla de la articulacio´n
se utilizan distintos materiales para el reemplazo parcial o completo de la articulacio´n. Si la
cirug´ıa correctiva pudiese evitar la continuacio´n de la degradacio´n del cart´ılago, y consigo el
del resto de la articulacio´n, se evitar´ıa el reemplazo de la cadera, la cual que tiene un tiempo
de vida limitado debido al desgaste del pol´ımero o del metal, dependiendo del caso [21].
3 MODELADO DEL CARTI´LAGO
ARTICULAR
El Cart´ılago Articular se ha intentado simular meca´nicamente por diferentes modelos, que
necesariamente tienen que describir su comportamiento viscoela´stico. La Viscoelasticidad es
un comportamiento t´ıpico de los tejidos biolo´gicos, pero tambie´n se presenta en diferentes
materiales encontrados en aplicaciones tecnolo´gicas, tales como algunos pol´ımeros y en cier-
tos materiales compuestos.
¿Por que´ Simular?
El poder llegar a la esencia de cualquier proceso prescindiendo de pruebas en la realidad, es
una ventaja muy grande cuando se requiere utilizar esa esencia en desarrollos posteriores.
Reduciendo significativamente tiempo y costos en la caracterizacio´n de comportamientos ba-
jo ciertas situaciones espec´ıficas. Si bien la simulacio´n requiere de datos experimentales, no
todas las pruebas que se pueden analizar en la simulacio´n son requeridas en la experimen-
tacio´n para poder realizarla. Ya que por medio de modelos se realiza una abstraccio´n de la
realidad y basa´ndose en correctas hipo´tesis, se puede hacer una buena simulacio´n.
3.1. Viscoelasticidad
3.1.1. Viscoelasticidad unidimensional
En el amplio espectro del comportamiento de los materiales, se podr´ıa trazar una l´ınea entre
dos caracter´ısticas de las ma´s estudiadas por la ingenier´ıa. Estas son la elasticidad, con la que
se describen la mayor´ıa de los metales para su aplicacio´n, y el comportamiento puramente
viscoso con el que se caracterizan algunos fluidos. A lo largo de esta l´ınea se encuentran un
espacio de comportamientos en los que se tienen caracter´ısticas compartidas de los dos extre-
mos, lo que implica que un material con dicho comportamiento viscoso-ela´stico al deformarse
almacenara´ parte de la energ´ıa y la otra sera´ disipada. Adicional a e´sta caracter´ıstica, un
material viscoela´stico presentara´ diferentes respuestas para diferentes velocidades de aplica-
cio´n de la carga o velocidades de deformacio´n, ya que los esfuerzos viscosos son dependientes
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de la tasa de deformacio´n.
Los modelos ma´s sencillos que se han propuesto para la descripcio´n de la visco-elasticidad,
son modelos unidimensionales que constan de unidades elementales ela´sticas y viscosas, re-
presentadas por resorte lineal y un amortiguador lineal en diferentes configuraciones. Estos
modelos son el de Kelvin-Voigt, compuesto por unidades elementales en paralelo y el modelo
de Maxwell donde las unidades se encuentran en serie como se muestra en la 3-1.
Figura 3-1: Unidades elementales ela´stica y viscosa
Haciendo un ana´lisis de fuerzas sobre los elementos configurados de esa manera es posible
llegar a las ecuaciones de gobierno de cada uno, para el modelo de Kelvin igualando las defor-
maciones de los elementos y para el caso de Maxwell igualando el esfuerzo en los elementos.
Obteniendo respectivamente las ecuaciones as´ı:
Para el modelo de Kelvin
σ = Gε+ ηε˙ (3-1)
y para el de Maxwell
ε˙ =
σ˙
G
+
σ
η
(3-2)
Estas ecuaciones pueden ser resueltas con la ayuda de la Transformada de Laplace o con
ayuda de la convolucio´n. Aunque estos modelos cumplen con la caracter´ıstica de almacenar
parte de la energ´ıa y disipar otra al ser deformada, no logran describir de manera correcta
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algunas respuestas espec´ıficas que exhiben los materiales viscoela´sticos. E´ste tipo de res-
puestas tiene que ver con el comportamiento a lo largo del tiempo; creep y relajacio´n de
esfuerzo, que se describen ma´s adelante. Los dos modelos anteriores muestran retardo en
la elasticidad, presentan algo de creep y algo de relajacio´n pero ninguno de los dos da una
representacio´n cuantitativa satisfactoria de una material viscoela´stico real.
Creep o deformacio´n lenta
Este tipo de respuesta se presenta cuando se somete una probeta de material viscoela´stico a
un esfuerzo instanta´neo que se mantiene constante en el tiempo. Consiste en que el material
muestra una deformacio´n casi instanta´nea al ser sometido al esfuerzo, pero al mantener
e´ste constante la deformacio´n sigue aumentando de manera no lineal, pudiendo alcanzar un
estado de equilibrio. La respuesta se esquematiza en la Figura 3-2.
Figura 3-2: Respuesta de Creep o deformacio´n lenta
Relajacio´n de esfuerzo
En este caso e´sta respuesta se presenta cuando se somete el material a una deformacio´n
instanta´nea que se mantiene constante en el tiempo. El material se ve sometido a un es-
fuerzo instanta´neo inicial que va disminuyendo a medida que transcurre el tiempo con la
deformacio´n constante, hasta llegar a un valor de esfuerzo de equilibrio, como se ve en la
Figura 3-3.
Otro modelo sencillo de Viscoelasticidad lineal unidimensional es el llamado Modelo Stan-
dard, el cual es un arreglo de Maxwell en paralelo con un resorte. Pertenece a los llamados
modelos de tres para´metros. El Modelo Standard, que se muestra en la Figura 3-4, logra
describir las respuestas de Creep y relajacio´n de esfuerzo.
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Figura 3-3: Respuesta de relajacio´n de esfuerzo
Figura 3-4: Modelo standard de tres para´metros
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3.1.2. Poroelasticidad
La poroelasticidad se encarga del comportamiento de so´lidos ela´sticos que poseen intersticios
llenos de un fluido. Es un me´todo de modelar el flujo de fluido en un material poroso y ela´sti-
co, donde la deformacio´n de la matriz so´lida y el flujo del fluido esta´n acoplados [8]. Nace con
el estudio de la meca´nica de suelos, los que por lo general poseen cierto grado de saturacio´n
de agua. La poroelasticidad intenta explicar el comportamiento global del compuesto como
la interaccio´n del fluido y el so´lido ela´stico que lo alberga. Uno de los pioneros en el plantea-
miento de la poroelasticidad fue Terzaghi en 1923 tratando de explicar el comportamiento
de suelos de arcilla de forma unidimensional [81] (Aunque algunos investigadores aseguran
que Paul Fillunger la hab´ıa formulado an˜os antes [18]). Ma´s adelante el concepto fue tra-
bajado por Biot para varias dimensiones en sus investigaciones sobre consolidacio´n [11, 10].
La poroelasticidad ha sido extrapolada al comportamiento de los tejidos biolo´gicos [7, 46]
como materiales bifa´sicos incluyendo tejido vascular [78, 5], tejido card´ıaco [91] y tejido o´seo.
Esfuerzo efectivo
Terzaghi (1936) define el esfuerzo efectivo para un material poroso lleno de agua (fue plan-
teado para el suelo espec´ıficamente), como el esfuerzo que actu´a directamente sobre la fase
so´lida el cual puede generar cambios sobre e´sta. Es el esfuerzo utilizado para evaluar fallas
en los suelos. De e´sta forma divide el esfuerzo total en una componente que corresponde
a un esfuerzo neutro o presio´n de poros, el cual es un esfuerzo de igual magnitud en to-
das las direcciones actuando con igual intensidad sobre las dos fases, y otra componente
correspondiente al esfuerzo efectivo que actu´a u´nicamente sobre la fase so´lida.
3.2. Modelos constitutivos empleados en cart´ılago
articular
Los intentos por describir y determinar las propiedades meca´nicas del cart´ılago datan desde
el siglo XVIII, donde el ana´lisis del cart´ılago con conceptos meca´nicos fue abordado en 1742
por W. Hunter. Este investigador asocio´ el comportamiento del cart´ılago con la posicio´n de
las fibras de cola´geno que la conforman, lo que le brindaba en parte un comportamiento
ela´stico [59].
En la de´cada de 1920, investigadores como Benninghoff (1924), Bar (1926) y Gocke (1927)
realizaron experimentos para caracterizar el comportamiento deformacional del cart´ılago.
Despue´s de los an˜os 60 del siglo pasado, gracias a las nuevas te´cnicas de microscop´ıa se pudo
describir en gran detalle la estructura interna del cart´ılago articular y comprobar las asocia-
ciones de las propiedades meca´nicas con las direcciones de las fibras de cola´geno dentro de
la matriz del cart´ılago. Nuevos experimentos para su comportamiento deformacional fueron
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realizados por McCutchen (1962), Sokoloff (1966), Kempson (1971), Colleti (1972), y Parson
(1979), entre otros investigadores [58].
En 1980 Mow y sus colaboradores proponen la teor´ıa bifa´sica para cart´ılago articular, par-
tiendo de la poroelasticidad, teniendo en cuenta la naturaleza multifa´sica del cart´ılago, consi-
dera´ndolo como un compuesto con fases diferenciadas. Y logra aproximar de manera precisa
el comportamiento bajo compresio´n del cart´ılago en condiciones de deformaciones infinitesi-
males.
El comportamiento meca´nico del cart´ılago articular ha tratado de ser explicado por medio
de la teor´ıa del continuo, as´ı como la de otros tejidos biolo´gicos [65], donde para el modelado
se supone que no hay discontinuidades entre las part´ıculas que conforman el material [61].
Basados en esta teor´ıa, varios autores han presentado diferentes modelos reolo´gicos los cuales
han sido ampliamente implementados por medio de herramientas computacionales como con
el Me´todo de los Elementos Finitos.
Moskowitz et al. en 1992 plantean la hipo´tesis de que la degradacio´n por osteoartritis del
cart´ılago articular es inicialmente causada por carga meca´nica. De manera que un enten-
dimiento del feno´meno de degradacio´n requiere un de conocimiento del campo de esfuerzo
dentro del tejido.
La falla del cart´ılago articular ha sido estudiada tanto experimental como teo´ricamente, pero
hay solo un acuerdo parcial entre las fallas observadas y las regiones predichas de esfuerzos
pico. Desde traumas hasta esfuerzos repetitivos son implicados en la etio-patoge´nesis de la
osteoartritis, por tanto es importante desarrollar modelos de cart´ılago que predigan de for-
ma correcta los sitios de esfuerzos altos. Mediciones experimentales de esfuerzo pueden ser
hechos en la superficie articular para probar esta hipo´tesis, pero no todos los componentes
de esfuerzos pueden ser medidos, y no todas las fallas observadas se presentan en la superficie.
Debido a esta limitacio´n fundamental en las mediciones experimentales, la u´nica v´ıa para
obtener descripciones comprensivas de las variaciones espacial y temporal de estos esfuerzos
a trave´s de todo el espesor de la capa de cart´ılago es por solucio´n nume´rica de un modelo
matema´tico de cart´ılago articular. Es esencial entonces seleccionar un modelo que prediga
con suficiente exactitud la respuesta del tejido.
Resultados experimentales indican que el cart´ılago exhibe visco elasticidad flujo-dependiente,
anisotrop´ıa y tensio´n-compresio´n no lineal (Jurvelin et al., 1997 [38]; Mow et al., 1980 [58]),
debido a su ultra-estructura y composicio´n.
Hasta el presente, muchos modelos de cart´ılago articular han sido propuestos para describir
su desempen˜o meca´nico. Sin embargo, ninguno de estos ha indicado el espectro completo
de las respuestas complejas del tejido. T´ıpicamente, cada uno de los modelos propuestos
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implementa un subconjunto de comportamientos conocidos del tejido, para los cuales las
propiedades del material necesitan ser determinadas a partir de experimentos.
El cart´ılago presenta un comportamiento viscoela´stico dado por su naturaleza hidratada y
su permeabilidad caracter´ıstica. Al tratar de explicar esto, una gran parte de los modelos
constitutivos planteados para describir el comportamiento meca´nico del cart´ılago articular,
han sido enmarcados en la teor´ıa de Mow (1980). La cual supone al cart´ılago como un mate-
rial bifa´sico en donde una de las fases es so´lida y la otra fase es fluida. A e´sta consideracio´n,
varios autores han sumado otras caracter´ısticas en otros modelos, para ajustar los datos
teo´ricos a los datos experimentales obtenidos de las pruebas de laboratorio. Se han inclui-
do caracter´ısticas tales como refuerzo fibrilar, viscosidad intr´ınseca y gradientes de presio´n
debido a variaciones en la permeabilidad. Se han planteado tambie´n modelos multifa´sicos
teniendo en cuenta fases io´nicas en la matriz de proteoglicanos y su propiedad hidrof´ılica,
as´ı como el transporte de masa dentro del tejido.
Existen modelos matema´ticos que explican la constitucio´n de tejidos fibrosos como el cart´ıla-
go teniendo en cuenta las caracter´ısticas de la fibras de cola´geno [14] y se han propuesto mu-
chos modelos constitutivos del cart´ılago articular para describir el comportamiento meca´nico
bajo solicitaciones de carga simples como son tensio´n y compresio´n, ya sea en ensayos con-
finados o libres.
3.2.1. Modelo Bifa´sico de Mow
El modelo parte de que el comportamiento reolo´gico del cart´ılago es dependiente de la inter-
accio´n intr´ınseca entre la deformacio´n de la matriz so´lida y su movimiento relativo respecto
al fluido intersticial, y que por lo menos una teor´ıa de composicio´n binaria debe ser usada
para describir dicho comportamiento. Este modelo considera al cart´ılago como un material
bifa´sico, compuesto por una fase so´lida y una fluida, cada una en si misma incompresible y en
equilibrio qu´ımico, lo cual influye sobre la permeabilidad del tejido. El modelo matema´tico
supone que un punto espacial es simulta´neamente ocupado por cada una de las fases consti-
tuyentes y define cuatro densidades, dos reales y dos aparentes, para el planteamiento de la
conservacio´n de masa. Plantea el balance de momento para las dos fases y para el compuesto
globalmente utilizando una funcio´n de la profundidad para los porcentajes de volumen de
fase fluida versus fase so´lida.
El modelo utiliza la teor´ıa de mezcla de Crane, Green y Naghdi, as´ı como una reformulacio´n
de la ecuacio´n de conservacio´n de masa para mezclas binarias. Para el caso particular de una
fase so´lida lineal ela´stica con propiedades viscosas y un fluido viscoso incompresible [58].
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Siendo la ecuacio´n de continuidad para todo el compuesto
Dρ
Dt
+ ρdivv = 0 (3-3)
La cual parte del balance de masa para cada una de las fases
∂ρs
∂t
+ div(ρsvs) (3-4)
∂ρf
∂t
+ div(ρfvf ) (3-5)
Donde los super´ındices s y f corresponden a la fase so´lida y fluida respectivamente. Adicional
al Balance de Masa se realiza el Balance de Momentum para cada una de las fases y para el
compuesto como un global.
ρ
Dv˜
Dt
= divT + ρB (3-6)
Tambie´n se utiliza un balance de energ´ıa y la desigualdad de la Entrop´ıa, asumiendo que
todos los componentes tienen la misma temperatura.
ρr−divq∗−ρ(DA
Dt
+S
Dθ
Dt
+
DS
Dt
θ)+ tr(T sgradvs)+ tr(T fgradvf )+pis•vs+pif •vf = 0 (3-7)
Donde A es la funcio´n de Energ´ıa libre de Helmholtz; S, entrop´ıa; θ, Temperatura; q∗, flujo
de calor del compuesto; y T es el tensor de esfuerzos.
El modelo fue validado por su autor con experimentos de Creep y relajacio´n de esfuerzos.
Para dichos ana´lisis se consideraron las siguientes suposiciones:
La matriz so´lida es estrictamente ela´stica y lineal.
El efecto la viscosidad del fluido intersticial es despreciable, excepto donde esto con-
tribuye a las fuerzas de arrastre de movimiento relativo.
La permeabilidad es independiente de la deformacio´n.
La variacio´n de la relacio´n de volu´menes es dada por el porcentaje inicial de contenido
so´lido.
Los resultados del modelo de Mow son ampliamente explicados en su trabajo de 1980 [58],
donde se muestran los resultados de los experimentos de creep y relajacio´n de esfuerzos in
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vitro en cart´ılago bovino.
Mow para mejorar la aproximacio´n, ajusta una funcio´n emp´ırica para tener en cuenta la
permeabilidad en funcio´n de la deformacio´n. Las velocidades del fluido intersticial y de la
fase so´lida calculadas teo´ricamente demuestran la velocidad relativa como una funcio´n de
la profundidad durante las fases de compresio´n y relajacio´n. La tasa se exudacio´n del te-
jido durante la fase compresiva es constante, consecuentemente con la incompresibilidad
intr´ınseca de las fases del modelo. Mow deja como discusio´n la dificultad de la obtencio´n
de la compresio´n confinada real, por la complejidad de obtener las muestras como cilindros
perfectos y sin friccio´n entre ellas y la ca´mara. Y menciona que Hori y Mockros en su labo-
ratorio, confirman que en la compresio´n confinada hay una no linealidad inicial mientras el
espe´cimen se expande lateralmente y se ajusta a las paredes de la ca´mara de confinacio´n [58].
3.2.2. Modelo bifa´sico transversalmente isotro´pico
El modelo de elementos finitos planteado por Almeida y colaboradores, se basa en la des-
cripcio´n de continuo bifa´sico presentado por Mow. A la fase so´lida se le da la caracter´ıstica
de isotrop´ıa transversal donde las propiedades meca´nicas en la direccio´n de la profundidad
son diferentes a las de cualquier plano perpendicular a este eje. Dichos planos poseen pro-
piedades iguales en todas las direcciones. El modelo ha sido implementado para analizar el
contacto articular, siendo empleadas las condiciones de frontera de contacto para interfaces
entre diferentes materiales bifa´sicos desarrolladas por Hou et al. (1989) [34]. Se presentan
dos hipo´tesis de soporte para el modelo de isotrop´ıa transversal sobre el modelo isotro´pico,
primero que puede predecir picos de esfuerzo en las zonas de contacto y segundo que los
patrones de picos de esfuerzo dependen de la curvatura de las superficies de contacto, lo cual
no es cierto en el modelo isotro´pico [13].
E´ste intento por describir la anisotrop´ıa del cart´ılago logro´ explicar la tasas entre los altos
picos de fuerza y las fuerzas de equilibrio, que se presentan en pruebas no confinados. Pero
Bursa´c y colaboradores [12] mostraron que el modelo no lograba ajustar simulta´neamente la
respuesta en ensayos no confinados y los esfuerzos radiales en los experimentos confinados.
3.2.3. Modelo constitutivo para tejido fibroso considerando fibras de
cola´geno onduladas
El modelo presentado por Cacho et. al. [14], a diferencia de los anteriores, considera la inci-
dencia de las fibras de cola´geno en el comportamiento del cart´ılago; suponiendo la morfolog´ıa
ondulada de las fibras individuales de cola´geno, de una forma aleatoria como se muestra en
la Figura 3-5, y la relacio´n de esta morfolog´ıa con la respuesta meca´nica del tejido. Lo hace
retomando la idea de Lanir que ba´sicamente postulaba que las fibras son rizadas y que tienen
diferentes longitudes, as´ı que para una deformacio´n macrosco´pica e´stas serian deformadas
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en forma diferente y por tanto la respuesta deb´ıa ser de manera no lineal.
El modelo plantea una funcio´n de comportamiento de esfuerzo-deformacio´n para una fibra
individual. Lo hace para un sistema de referencia X, Y, y Z, donde la fibra tiene un com-
portamiento de la misma forma para el eje Y y el eje Z, como variables aleatorias con una
distribucio´n normal y media cero.
Figura 3-5: Fibra de cola´geno planteada por [14]. (a) Esquema de fibra en X,Y y Z. (b)
Comportamiento esfuerzo (Pf ) - estiramiento (λ) para una fibra u´nica
dl = (dx2 + dy2 + dz2)1/2 (3-8)
dl =
√
2d2 + 1dx = ldx (3-9)
Donde l es una variable aleatoria de densidad de probabilidad dada por
P =
l
σ2d
exp(− l
2 − 1
2σ2d
), l > 1 (3-10)
y media dada por
l¯ =
√
2σ2dexp(1/σ
2
d)Γ(
3
2
,
1
2σ2d
) (3-11)
Donde P y l¯ dependen u´nicamente de σ2d cuyo valor puede ser medido de la ima´genes me´dicas.
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l¯ es la longitud de la fibra a partir de la cual esta empieza a experimentar esfuerzo. Y este
esfuerzo esta´ dado por
P =

0, λ 6 l¯,
k(λ− l¯) l¯ 6 λ 6 l¯ + εmax,
0, λ > l¯ + εmax,
(3-12)
Donde λ es la deformacio´n de la fibra, εmax es la deformacio´n ma´xima de la fibra antes de
la falla, despue´s del desdoblamiento (l¯).
Funcio´n de energ´ıa de deformacio´n
ψf (λ, l¯) =
k
2
(λ− l¯)2 l¯ 6 λ 6 l¯ + εmax (3-13)
ψmax =
k
2
ε2max (3-14)
ψtissue = ψmatrix(C) +
N∑
i=1
ψfibers(C,Ai) (3-15)
ψmatrix representa la energ´ıa de deformacio´n del material acuoso en el cual la fibra se encuen-
tra embebida, esa sustancia es considerada con un comportamiento isotro´pico. Finalmente,
C es el tensor de Cauchy-Green
ψfibers =
∫ λ
l¯=1
ψf (λ, l¯)P (l¯)dl¯ (3-16)
Pruebas nume´ricas sugieren que P (l¯) puede ser aproximada, de manera satisfactoria, por
una funcio´n β, en la cual el l´ımite ma´s bajo es a, y el l´ımite superior es a+m. La funcio´n β
esta´ dada por
β(η, γ) =
Γ(η)Γ(γ)
Γ(η + γ)
(3-17)
Donde η y γ son para´metros de forma, y Γ(•) es la funcio´n Gamma.
Realizando los siguientes cambios de variable
λ = λ− a (3-18)
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l¯ = l¯ − a (3-19)
Donde l¯ esta´ dentro del rango [0,m], la funcio´n de energ´ıa de las fibras se puede reescribir
ψ =
∫ λ¯
l¯=0
ψf (λ, l¯)β
0
m(η, γ; l¯)dl¯, (3-20)
Siendo
βm0 (η, γ; l¯) =
1
m
1
β(η, γ)
(
l¯
m
)γ−1(
1− l¯
m
)η−1
(3-21)
En la expresio´n anterior βm0 es la distribucio´n bipara´metro β de l¯. Posteriormente, intro-
duciendo la funcio´n hipergeome´trica 2F1 [1], la integral de la ecuacio´n de energ´ıa queda
βm0 (η, γ; l¯) =
1
m
1
β(η, γ)
(
l¯
m
)γ−1(
1− l¯
m
)η−1
(3-22)
Se pueden distinguir dos casos para el modelo en los que el tejido es sometido a carga en la
direccio´n de las fibras, como se esquematiza en la Figura 3-6. En el primer caso, las fibras
son gradualmente cargadas a medida que el tejido es deformado. En un punto todas las fibras
ya han sido estiradas y la resistencia debido a las fibras es constante, por tanto la carga es
soportada por una fase ela´stica hasta la falla. En el segundo caso, algunas fibras empiezan a
fallar por que han llegado a su deformacio´n ma´xima mientras otras no han sido totalmente
estiradas.
Figura 3-6: Esquema de deformacio´n de fibra de cola´geno. Adaptada de [14].
El modelo introduce una no linealidad caracter´ıstica del cart´ılago que no se evidencia en los
dos modelos anteriores.
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3.2.4. Modelo bifa´sico no lineal visco-hiperela´stico
E´ste en el caso del modelo de Garc´ıa y Corte´s (2005) [24] esta´ formulado en elementos
finitos; es un modelo no lineal visco-porohiperela´stico, y cual considera deformaciones finitas,
permeabilidad no lineal y una fase so´lida hiperela´stica. El modelo suma los efectos viscosos
intr´ınsecos de la matriz de proteoglicanos y una ecuacio´n constitutiva no lineal hiperela´stica.
La ecuacio´n propuesta satisface un modelo de carga uniaxial de tipo so´lido viscoso en el cual
la accio´n de los resortes es representado por la funcio´n hiper-ela´stica propuesta por Holmes
y Mow (1990).
El cart´ılago es considerado un material bifa´sico isotro´pico, la formulacio´n de so´lido mixta de
velocidad y presio´n en los poros es utilizada para la solucio´n, usando un esquema Lagrangiano
actualizado.
La funcio´n hiperela´stica propuesta por Holmes y Mow es utilizada para describir la defor-
macio´n de equilibrio cuando la presio´n de los poros es cero y los efectos viscosos de la fase
so´lida han sido disipados. Esta funcio´n se expresa por
ψ = α0
exp[α1(I1 − 3) + α2(I2 − 3)]
In3
− α0 (3-23)
Donde I1, I2 y I3 son los invariantes del tensor de deformaciones de Green B. αi y n son
coeficientes ela´sticos, los cuales satisfacen la siguiente ecuacio´n n = α1 + 2α0
De la ecuacio´n de hiper-elasticidad se encuentra que la relacio´n entre el tensor de Cauchy y
el de Green esta´ dada por
σ =
2(ψ + α0)
J
((−n+ α2I2)I + α1B− α2I3B−1) (3-24)
Donde J es el determinante del tensor gradiente de deformacio´n F, e I es la matriz identidad.
Para modelar la respuesta transitoria de la fase so´lida es usada la ecuacio´n propuesta por
Belytschko et al. [9]. Dicha expresio´n esta´ en te´rminos del segundo Tensor de esfuerzos de
Piola S y el tensor de deformaciones de Lagrange E
S =
∫ t
−∞
<(t, t′, E) : ∂E
∂t′
dt′ (3-25)
Donde <(t, t′, E) es la funcio´n de Relajacio´n y t′ es una variable ficticia. La ecuacio´n dada
es va´lida para deformaciones finitas, dadas las propiedades de los tensores S y E.
La funcio´n de relajacio´n corresponde a un so´lido de material tipo viscoela´stico
<(t, t′, E) = u(t− t′)[1 + β(t− t
′
t1
)]C(SE)(E(t′)) (3-26)
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Donde u indica la funcio´n de Heaviside o escalo´n, β y t1 son para´metros del modelo y C
(SE)
es el segundo tensor de elasticidad definido para un material hiperela´stico.
C(SE) =
∂ψ
∂E∂E
(3-27)
De lo anterior se obtiene la ecuacio´n constitutiva de la fase so´lida del modelo
S =
∫ t
−∞
u(t− t′)[1 + β(t− t
′
t1
)]×C(SE)(E(t′)) : ∂E
∂t′
dt′ (3-28)
Figura 3-7: Esquema de deformacio´n de la fibra de cola´geno, adaptada de [24].
En la figura 3-7 se muestra el modelo de so´lido descrito por la ecuacio´n constitutiva, donde los
resortes son representados por la ecuacio´n 3-23, tenida en cuenta en el modelo. El para´metro
t1 permite configurar el tiempo de relajacio´n entre la respuesta instanta´nea y la de equilibrio.
La forma diferencial de la ecuacio´n es
S + t1S˙ = C
(SE) : E + t1(1 + β)C
(SE) : E˙ (3-29)
Donde el punto indica la derivada material. Dos casos limitantes de la ecuacio´n son el modo
de carga de equilibrio y el de carga instanta´nea. La respuesta de equilibrio del tejido seco es
dada cuando la derivada material se hace cero; si es as´ı la ecuacio´n se hace
S = C(SE) : E (3-30)
Por otro lado, la respuesta instanta´nea es cuando la derivada material de la deformacio´n y
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el esfuerzo se hacen mucho mayores que los otros te´rminos, entonces se reduce a
S˙ = (1 + β)C(SE) : E˙ (3-31)
La variacio´n de la permeabilidad con la deformacio´n fue asumida dependiendo de la dilatacio´n
del tejido [33].
k = k0
(
φ0φ
f
(1− φ0)φ2
)2
eM(I3−1)/2 (3-32)
Donde k0 y φ0 son el coeficiente de permeabilidad y la fraccio´n de volumen de la fase so´lida en
cero deformacio´n respectivamente; M es un para´metro adimensional que controla la variacio´n
de permeabilidad; y φf y φs son las fracciones de volumen la fase fluida y de la fase so´lida
respectivamente, las cuales cumplen
φf = φ0/
√
I3 (3-33)
φs = 1− φ0/
√
I3 (3-34)
La ecuacio´n constitutiva ha sido implementada por sus autores, en un algoritmo Lagrangiano
actualizado no lineal, basado en la formulacio´n de so´lido mixta de velocidad y presio´n de
poros (Almeida y Spilker, 1997) utilizando elementos de cuatro nodos.
Como ventaja del modelo se tiene que modelo puede ser usado para representar el com-
portamiento meca´nico de la matriz de proteoglicanos en modelos de matriz reforzada. Una
caracter´ıstica a resaltar es que puede ser eficientemente implementado en un esquema nume´ri-
co no lineal. Y gracias a la incorporacio´n de una funcio´n hiperela´stica para la fase so´lida, el
modelo puede describir deformaciones finitas.
3.2.5. Modelo bifa´sico visco-hiperela´stico fibra-reforzado para
cart´ılago articular
El modelo propuesto por Garc´ıa y Corte´s [25], introduce en el modelo anterior la carac-
ter´ıstica fibrosa del cart´ılago, siendo as´ı capaz de describir la viscoeslasticidad intr´ınseca de
los componentes fibrilares y no fibrilares de la fase so´lida del cart´ılago, la respuesta no lineal
a tensio´n-compresio´n y las curvas no lineales de esfuerzo deformacio´n bajo tensio´n compre-
sio´n. El modelo se basa en el modelo anterior, el cual no es reforzado; donde se asume una
viscoeslasticidad de las fase so´lida; compuesta por una componente hiper-ela´stica (Holmes
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and Mow 1990 [33]), y una respuesta transitoria dada por una funcio´n de relajacio´n. E´ste
modelo se le suma la propiedad visco ela´stica de las fibras de refuerzo por medio de una
funcio´n de visco hiper-elasticidad similar a la usada para la matriz. La forma diferencial de
la ley viscohiper-ela´stica
S + t1S˙ = C
(SE) : E + t1(1 + β)C
(SE) : E˙ (3-35)
Donde S es el segundo Tensor de esfuerzos de Piola; E es el tensor de deformacio´n de
Lagrange; C(SE) es el segundo tensor de elasticidad; y β y t1 son para´metros del modelo,
el punto indica la derivada material. En la Figura 3-8 se muestra el modelo uniaxial para
deformaciones infinitesimales, como se puede observar el para´metro β da la informacio´n de
comportamiento visco ela´stico del modelo.
Figura 3-8: Modelo planteado por Garc´ıa y Corte´s [25].
La funcio´n hiper-ela´stica utilizada para las fibras es la propuesta por Limbert and Middleton
(2004),
ψf =
E0f
8γ
[
eγ(λ
2−1)2 − 1] (3-36)
Donde E0f es el mo´dulo de Young para deformacio´n cero, γ es usado para ajustar las curvas
de esfuerzo-deformacio´n y λ es la relacio´n de estriccio´n. En el modelo el esfuerzo de equilibrio
de Cauchy es calculado para las fibras como
σα =
E0f
2
λ2(λ2 − 1)eγ(λ2−1)2 (3-37)
Para una fibra la ecuacio´n de viscohiper-elasticidad queda
σα + t1σ˙α = f(λ) + t1(1 + β)f˙(λ) (3-38)
Donde σ˙α es la derivada material del tensor de esfuerzos de Cauchy en la fibra, f(λ) es una
3.2 Modelos constitutivos empleados en cart´ılago articular 39
funcio´n de la relacio´n de deformacio´n y ˙f(λ) es la derivada material de f(λ), igual a
f˙(λ) =
dσ
dλ
λ˙ =
E0f
2
[
2λ(2λ2 − 1) + 4γλ3(λ2 − 1)2]× exp[γ(λ2 − 1)λ˙] (3-39)
La ley constitutiva al igual que en el modelo anterior, ha sido implementada por sus auto-
res en un algoritmo Lagrangiano actualizado basado en la formulacio´n de so´lido mixta de
velocidad-so´lido y presio´n de poros (Almeida and Spilker, 1997 [4]). Los resultados nume´ricos
han sido validados con la solucio´n cerrada obtenida por la transformacio´n de Laplace y el
correspondiente principio de viscoelasticidad.
Como ventaja del modelo se puede mencionar que es capaz de considerar simulta´neamente
la respuesta no lineal de tensio´n-compresio´n, los efectos de la viscoelasticidad intr´ınseca de
los dos componentes de la fase so´lida y la no linealidad de las curvas esfuerzo-deformacio´n
para deformaciones finitas. Sobre otros modelos visco ela´sticos fibra-reforzados (Wilson et
al., 2004 [88]; Li et al., 2005 [47]) este presenta la habilidad para describir las curvas de
equilibrio esfuerzo deformacio´n bajo tensio´n y compresio´n, y la opcio´n de incluir o no, los
efectos viscosos intr´ınsecos de la matriz de proteoglicanos y las fibras de cola´geno. El modelo
puede ser ajustado por medio de los para´metros ela´sticos de las funciones hiper-ela´sticas y
los dos para´metros viscosos para el tiempo y porcentaje de relajacio´n en cada fase so´lida.
DiSilvestro and Suh (2001) [19] mostraron que las curvas de fuerza axial y del desplazamiento
lateral puede ser simulta´neamente ajustado al incluir la viscosidad intr´ınseca de la fase so´lida.
3.2.6. Modelo poroviscoela´stico fibro-reforzado emulador de la
dilatacio´n
Los factores ma´s relevantes en el comportamiento meca´nico del cart´ılago articular son la
ajustada y ultraestructura, formada por la red de cola´geno junto con los cargados proteo-
glicanos. Las cargas dentro del tejido hacen que se genere una diferencia de presio´n entre
el exterior y el interior haciendo que este se inflame (Urban et al., 1979). Muchos modelos
incluyen el feno´meno de “swelling” del cart´ılago por medio de la inclusio´n de una tercera
fase, quedando: una fase so´lida incompresible, una fase fluida y una fase io´nica.
El modelo de Wilson et. al. (van Donkelaar, van Rietbergen, Huiskes 2004 [87]), utiliza la
hipo´tesis de que si se incluyen las propiedades de “swelling” debido a los cambios en la den-
sidad de proteoglicanos y las caracter´ısticas visco-ela´sticas de la red de cola´geno, se pueden
explicar tanto las pruebas de compresio´n confinada y no confinada, as´ı como la indentacio´n
y pruebas de “swelling”.
3.2 Modelos constitutivos empleados en cart´ılago articular 40
El modelo es supuesto como un material bifa´sico, la fase so´lida consiste en una parte que se
puede inflamar no fibrilar que representa la matriz, la cual contiene mucho proteoglicanos,
y una parte fibrilar que representa la red de cola´geno. Ambas partes son incluidas en un ele-
mento continuo. Se asumen unas fibras primarias y unas secundarias para la red de cola´geno
como en la propuesta por Wilson et al., (2004b) [88]. En la Figura 3-9 se muestra un mo-
delo de arco propuesto por Benninghoff, para las fibras de cola´geno en el que la direccio´n
es perpendicular a partir del hueso subcondral y toman un radio hasta la superficie. En el
modelo se plantea que las fibras secundarias poseen una direccio´n aleatoria.
Figura 3-9: Orientacio´n de las fibras primarias como funcio´n de la profundidad, adaptada
de [87].
Para limitar el tiempo computacional, se redujeron las fibras que se separan por punto
material, a cierto valor para cada uno de los ejes. El comportamiento visco ela´stico de
las fibras es representado por un resorte lineal, paralelo a uno no lineal en serie con un
amortiguador (modelo de viscoelasticidad esta´ndar).
Figura 3-10: Modelo esquema´tico para las fibras de cola´geno, tomada de [87].
Asumiendo que las fibras solo soportan tensio´n
σf = − η
Eεεf
σ˙f + E0εf +
(
ηE0
Efεf
+ η
)
σ˙f para εf > 0 (3-40)
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σf = 0 para εf ≤ 0 (3-41)
Donde σf y εf son el esfuerzo y la deformacio´n de las fibras respectivamente. La ecuacio´n
ha sido integrada por medio de un esquema impl´ıcito regresivo de Euler, donde se tiene
en cuenta la densidad de las fibras dependiendo de la profundidad y la cantidad relativa
de fibras primarias y fibras secundarias. Los esfuerzos en las fibras primarias y secundarias
respectivamente son
σf,p = ρzCσf yσf,s = ρzσf (3-42)
Donde ρz es un factor que toma en cuenta la densidad de las fibras como funcio´n de la
profundidad, y C es la cantidad de fibras primarias con respecto a las fibras secundarias.
Para el comportamiento de la matriz so´lida no fibrilar el modelo usa un comportamiento
compresible Neo-Hookeano.
σnon−fibrillar = K
lnJ
J
I +
G
J
(F · FT − J2/3I) (3-43)
Donde J es el determinante del tensor gradiente de deformacio´n F, los mo´dulos K y G son
definidos como
K =
Em
3(1− 2νm) y G =
Em
2(1− 2νm) (3-44)
Donde Em es el mo´dulo de Young y νm es la relacio´n de Poisson. La permeabilidad hidra´ulica
k es dada por
k = k0
(
1 + e
1 + e0
)M
(3-45)
Con k0 como permeabilidad inicial, M es una constante positiva, e y e0 son las relaciones de
vac´ıos para un tiempo t y la inicial respectivamente.
La fraccio´n fluida de equilibrio fue asumida dependiente de la profundidad
ηf.eq = 0,85− 0,15z∗ (3-46)
Donde z∗ es la profundidad normalizada, 0 en la superficie articular y 1 en la interfaz cart´ıla-
go hueso.
La principal caracter´ıstica del modelo es que incluye el “swelling” del cart´ılago, la cual otros
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modelos no pueden explicar.
3.2.7. Modelos qu´ımico-meca´nicos
Existen tambie´n modelos en los que se incluyen feno´menos f´ısico-qu´ımicos para explicar las
propiedades meca´nicas del cart´ılago bajo las solicitaciones fisiolo´gicas.
Como es el caso del modelo planteado por [48, 49], que consiste en un modelo electro-
qu´ımico-meca´nico trifa´sico multiespecie, el cual tiene en cuenta los compuestos de la matriz
del cola´geno y las caracter´ısticas electroqu´ımicas de la red de proteoglicanos; y por tanto,
sus interacciones de manera meca´nica y qu´ımica. Teniendo en cuenta tambie´n los efectos de
remplazos io´nicos en las cargas de los compuestos que componen el cart´ılago.
Huyghe y colaboradores [36] tambie´n presentaron un modelo para medios porosos compre-
sibles aplicable a cart´ılago, donde se tienen en cuenta presiones osmo´ticas, electro-o´smosis y
potenciales de flujo io´nico acoplados con la teor´ıa de compuestos de Craine y Green [17].
Este tipo de modelos no sera´ considerado en el presente trabajo.
4 PLANTEAMIENTO E
IMPLEMENTACIO´N DEL MODELO
El modelo inicial en el planteamiento es el poroe´la´stico simple, para el cual se asume al
cart´ılago como un material poroela´stico, con una fase so´lida y una fa´se fluida.
Hipo´tesis Principal
El Cart´ılago Articular se puede modelar como un material poroela´stico con dos fases (so´lida y
fluida). La fase so´lida es isotro´pica y puramente ela´stica, y la fase fluida posee omportamien-
to newtoniano, donde los esfuerzos de corte dentro del fluido, son muy pequen˜os comparados
con los generados por la interaccio´n con la fase so´lida.
Para la resolucio´n de las ecuaciones del modelo se cuenta con diversos me´todos de dicreti-
zacio´n del medio continuo, como son el me´todo de las diferencias finitas, el de volu´menes
finitos, y el de los elementos finitos [93]. E´ste u´ltimo, es el que se decidio´ utilizar debido a la
versatilidad del me´todo para su programacio´n e implementacio´n. Lo que permite la variacio´n
de los para´metros de ana´lisis y tiene amplias posibilidades en el manejo de las salidas de la
solucio´n. El me´todo de los elementos finitos ha sido ampliamente utilizado para la solucio´n
de problemas en todos los a´mbitos de la ingenier´ıa, como son la transferencia de calor, la
meca´nica de fluidos, tribolog´ıa [41], y el ana´lisis meca´nico de todo tipo de materiales in-
cluidos los que emulan tejidos biolo´gicos. Tambie´n en la evaluacio´n de implantes como por
ejemplo pro´tesis en cadera y rodilla, tanto para su adaptacio´n al hueso, como para evaluar
su desgaste [69, 56, 64]. El me´todo de los elementos finitos tiene la gran potencialidad de
solucionar problemas no lineales considerablemente complejos.
Me´todo de Elementos Finitos
El Me´todo de Elementos Finitos es un me´todo nume´rico muy poderoso para la resolucio´n
de problemas que envuelven feno´menos f´ısicos, que pueden contar con complicadas cargas,
geometr´ıas, condiciones de frontera, etc. La idea ba´sica del me´todo es contemplar el dominio
del problema como una coleccio´n de subdominios, en cada uno de los cuales, las ecuacio-
nes de gobierno son aproximadas por algu´n tipo de me´todo variacional tradicional [70]. El
principal motivo para aproximar la solucio´n en subdominios, es la reduccio´n de dificultad
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para la solucio´n, cuando se pueden utilizar funciones sencillas para la aproximacio´n en esos
dominios ma´s pequen˜os. Por lo general se usan polinomios como funciones de aproximacio´n
sencillas.
El me´todo posee tres caracter´ısticas principales. La primera es que un dominio, el cual por
lo general puede tener una geometr´ıa compleja, se representa como un conjunto de dominios
ma´s simples, llamados elementos finitos. Donde cada elemento es visto como un dominio
independiente en si mismo, es decir que se plantean las ecuaciones de gobierno sobre elemento
para ser solucionadas. La segunda es el desarrollo de las ecuaciones para cada elemento
teniendo en cuenta las cantidades de interes usando las ecuaciones del problema. Y tercero
es el ensamble de las ecuaciones de cada elemento en el dominio global utilizando ciertas
relaciones interelementos. En la Figura 4-1, se muestran las caracter´ısticas mencionadas.
Figura 4-1: Representacio´n de un dominio 2-dimensional como una coleccio´n de tria´ngulos
y cuadrila´teros. Adaptada de [70]
La solucio´n en cada elemento es aproximada como una sumatoria de funciones, que esta´n
claramente definidas en el dominio del elemento. Adicionalmente al error que se induce al
aproximar la solucio´n, se introducen errores en la aproximacio´n de la geometr´ıa del dominio.
Estos errores deben ser evitados con la buena eleccio´n del taman˜o de los elementos y las
funciones de aproximacio´n.
Definicio´n de Continuo
El continuo se considera como un conjunto infinito de part´ıculas, que se analiza macrosco´pi-
camente, es decir sin tener en cuenta las discontinuidades entre las part´ıculas. El continuo
tiene unas restricciones para poder plantear las ecuaciones de continuidad; una de ellas es
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que una part´ıcula ocupa un u´nico punto en el espacio, y este punto no puede ser ocupado
por otra part´ıcula del continuo al mismo tiempo. La concepcio´n del continuo permite ex-
presar las ecuaciones de gobierno de la materia como funciones continuas [61]. La teor´ıa del
continuo ha sido ampliamente utilzada para la formulacio´n de modelos constitutivos para
diversos tipos de materiales.
En este caso se presenta un modelo para formular en elementos finitos con el que se pretende
emular el comportamiento meca´nico del cart´ılago articular. Como se ha venido tratando, el
modelo propuesto parte de la concepcio´n de Mow, donde el cart´ılago se considera un material
bifa´sico. Se considera que si se desea realizar una adecuada simulacio´n de un tejido biolo´gico
se debe considerar la accio´n combinada de una fase so´lida y una fase fluida [58]. En la Figura
4-2 se muestra la superposicio´n de las fases so´lida y l´ıquida, en la representacio´n de continuo
para un compuesto binario como lo concibe Craine y colaboradores [17].
Figura 4-2: Cinema´tica de un compuesto bifa´sico. Tomada de [5]
El modelo incluye las siguientes consideraciones
Compuesto saturado
Constituyentes inmisibles e intr´ınsecamente incompresibles
Constituyentes qu´ımicamente inertes
Para´metros viscosos constantes
Temperatura uniforme y constante
Fuerzas inerciales despreciables
Objetividad
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La Objetividad o indiferencia del marco de referencia, es un concepto importante al momento
de utilizar ecuaciones constitutivas en meca´nica de so´lidos, y esta´ asociada al efecto del
movimiento de cuerpo r´ıgido. Se dice que una magnitud es objetiva si despue´s de superponer
un momiviento de cuerpo r´ıgido al estado de deformacio´n actual esta´ magnitud sigue siendo
la misma, tal como ocurre con la longitud de un vector (deformado) al superponerle una
rotacio´n de cuerpo r´ıgido.
Esto es para garantizar que el trabajo realizado por las fuerzas resultantes ela´sticas y la
energ´ıa de deformacio´n no se afecte si el so´lido experimenta un movimiento puro de cuerpo
r´ıgido [77].
La extensio´n de este concepto a tensores de segundo orden limita la seleccio´n de los tensores
descriptores de la deformacio´n y esfuerzo, a los que cumplan con este requeirimiento de
objetividad. Como es el caso del tensor de esfuerzos de Cauchy y el tensor de deformaciones
infinitesimales.
4.1. Ecuaciones de gobierno, para´metros y propiedades
asociadas al modelo
En este trabajo se consideran deformaciones infinitesimales. El modelo se plantea por medio
de las ecuaciones de equilibrio, ecuacio´n constitutiva y ecuacio´n cinema´tica (compatibilidad
de deformaciones).
El modelo tiene como base el planeamiento realizado por Mow (1980), donde se supone un
compuesto bifa´sico, fase so´lida (s) y fase l´ıquida (f). Donde cada constituyente tiene sus
coordenadas de referencia y movimiento. En la teor´ıa del continuo para un compuesto, un
punto espacial es simulta´neamente ocupado por todos los componentes del material[58, 17].
Dado que se trabajara´n deformaciones infinitesimales, como ecuacio´n constitutiva de la fase
so´lida, se puede utilizar la ley de Hooke generalizada. Y para la interaccio´n de las dos fases
se utiliza la ley de Darcy.
4.1.1. Ecuaciones de equilibrio
Para la deduccio´n de las ecuaciones del continuo bifa´sico se toma un elemento infinitesimal
2D [66] y se plantea la conservacio´n de la cantidad de movimiento, tal como se muestra en
la Figura 4-3. Se tiene en cuenta la suposicio´n de Crane y colaboradores [17] para continuo
multifa´sico, donde un punto espacial esta´ ocupado simulta´neamente por todos los constitu-
yentes.
Partiendo de lo anterior, y sin tener en cuenta las fuerzas de cuerpo, la conservacio´n de la
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Figura 4-3: Elemento infinitesimal para conducir el ana´lisis
cantidad de movimiento proporciona las siguientes ecuaciones
(σx)x+dxtdy − (σx)xtdy + (τxy)y+dytdx− (τxy)ytdx+ (p)xtdy − (p)x+dxtdy = mu¨ (4-1)
(σy)y+dytdx− (σy)ytdx+ (τxy)x+dxtdy − (τxy)xtdy + (p)ytdx− (p)y+dytdx = mv¨ (4-2)
Dividiendo entre tdxdy suponiendo un espesor t constante
∂σx
∂x
+
∂τxy
∂y
− ∂p
∂x
= 0 (4-3)
∂τxy
∂x
+
∂σy
∂y
− ∂p
∂y
= 0 (4-4)
Lo que se puede expresar de forma matricial de la siguiente manera
LT ({σ})− β({p}) = 0 (4-5)
Donde
σ =

σx
σy
τxy
 LT =
 ∂∂x 0 ∂∂y
0 ∂
∂y
∂
∂x
 β =
 ∂∂x
∂
∂y

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Otra v´ıa para llegar a esta´ primera parte del modelo, es partiendo de la formulacio´n utilizada
por Terzaghi [81] para la meca´nica de suelos donde el tensor de esfuerzos del compuesto
global se descompone en los esfuerzos soportados por la fase so´lida y los soportados por la
fase l´ıquida.
σij = σ
(s)
ij + σ
(f)
ij (4-6)
Los esfuerzos soportados por la fase l´ıquida para este caso son solo de tipo hidrosta´tico,
dentro del fluido no se considera resistencia a los esfuerzos cortantes.
Los esfuerzos totales en el material se dividen de tal manera que en la fase so´lida y la fa-
se fluida se distribuyen los esfuerzos dependiendo de la fraccio´n de volumen respectiva a
cada fase, φ(s) y φ(f). E´stas fracciones esta´n definidas como las relaciones entre el volumen
de so´lido y el volumen total y entre el volumen de fluido y el volumen total, respectivamente.
Como se hab´ıa mencionado en el cap´ıtulo anterior, sobre el concepto de esfuerzo efectivo, el
esfuerzo total en la fase so´lida se divide en una componente hidrosta´tica, proporcional a la
fraccio´n volume´trica fluida, y en otra componente que es el esfuerzo efectivo. Entonces
σ
(s)
ij + φ
(s)pδij = σ
e
ij (4-7)
σ
(f)
ij + φ
(f)pδij = 0 (4-8)
Teniendo en cuenta que se considera que el cart´ılago esta´ completamente saturado (φ(s) +
φ(f) = 1), se reemplazan los esfuerzos de cada fase en (4-6), obteniendose
σij = σ
(e)
ij − pδij (4-9)
Al plantear la ecuaciones de equilibrio para cada fase se debe incluir la interaccio´n mutua
de las fases; y al mantener la consideracio´n de no tener en cuenta las fuerzas de cuerpo, las
ecuaciones de equilibrio de cada fase son
σ
(s)
ij,j +K(v
(f)
i − v(s)i ) = 0 (4-10)
σ
(f)
ij,j −K(v(f)i − v(s)i ) = 0 (4-11)
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En (4-10) y (4-11) el coeficiente K es independiente de la deformacio´n. Sumando las ecua-
ciones de equilibrio y reemplazando 4-7 y 4-8 en ese resultado, se obtiene
σeij,j − p,i = 0
Que es equivalente a (4-5), ecuacio´n hallada por el primer procedimiento.
En e´ste punto au´n se requiere de ecuaciones adicionales para que el sistema quede bien
determinado.
Se necesita formular las ecuaciones en funcio´n de la velocidad de la fase so´lida y la pre-
sio´n de poros. Se plantea la ecuacio´n de continuidad y teniendo en cuenta la consideracio´n
previamente mencionada de incompresibilidad de cada una de las fases se obtiene
(φ(s)v
(s)
i + φ
(f)v
(f)
i ),i = 0 (4-12)
entonces se puede diferenciar (4-8) respecto a la coordenada xj
σ
(f)
ij,j = −φ(f),i p− φ(f)p,i (4-13)
Despejando de la ecuacio´n de equilibrio de la fase fluida (4-11) la velocidad del fluido y
sustituyendo (4-13) en ella, y considerando deformaciones infinitesimales y fracciones vo-
lume´tricas constantes, se llega a
v
(f)
i = v
(s)
i − p,iφ(f)/A (4-14)
La anterior ecuacio´n es la misma Ley de Darcy resaltada por Biot en su trabajo [10], siendo A
el coeficiente de arrastre. Reescribiendo la velocidad del fluido en la ecuacion de continuidad
(4-12) con (4-14), se obtiene
v
(s)
i,i − (
p,i((φ
(f))2)
A
),i = 0 (4-15)
4.1 Ecuaciones de gobierno, para´metros y propiedades asociadas al modelo 50
Como que se esta´n considerando deformaciones infinitesimales, el primer te´rmino que corres-
ponde a la divergencia del campo de velocidades se puede escribir como la traza de la tasa
de deformacio´n [52].
˙[ε]ii −Kp,ii = 0 (4-16)
Donde
K =
((φ(f))2)
A
(4-17)
El planteamiento de esta forma es ma´s general y facilita la formulacio´n del modelo, de aqui
en adelante en coordenadas cil´ındricas en las cuales se implemento en modelo.
4.1.2. Ecuaciones cinema´ticas
Puesto que se han establecido las ecuaciones de equilibrio en funcio´n de los esfuerzos efec-
tivos de la fase so´lida y la presio´n de poros, se deben establecer las ecuaciones cinema´ticas,
que relacionan el campo de deformaciones con el campo de desplazamientos de la fase so´li-
da. Teniendo en cuenta que las muestras utilizadas en los ensayos para la comparacio´n
son cil´ındricas, el dominio en el que resolveremos las ecuaciones del modelo, es un domi-
nio axisime´trico. Para este caso, suponiendo defomaciones infinitesimales, las ecuaciones
cinema´ticas en coordenadas cilindricas y para el caso axisime´trico, son
εr =
∂u
∂r
(4-18)
εz =
∂v
∂z
(4-19)
γrz =
∂u
∂z
+
∂v
∂r
(4-20)
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εθ =
u
r
(4-21)
Que se puede expresar en forma matricial como
ε = B[U] (4-22)
Donde
ε =

εx
εy
γxy
εθ
 BT =
 ∂∂r 0 ∂∂z 1r
0 ∂
∂z
∂
∂r
0
 [U] =
 u
v

4.1.3. Ecuacio´n constitutiva
Como las ecuaciones de gobierno fueron expresadas en funcio´n de los desplazamientos de la
fase so´lida, se debe completar las mismas con una ecuacio´n constitutiva para dicha fase. Se
considerara´ entonces la fase so´lida como incompresible totalmente ela´stica, de esta manera
la ecuacio´n constitutiva para dicha fase es
σ = Dε (4-23)
Donde D es la matriz de constantes ela´sticas para un material ortotro´pico, que para el caso
axisime´trico se reduce a
D =

D11 D12 0 D14
D21 D22 0 D24
0 0 D66 0
D41 D42 0 D44
 (4-24)
Los elementos Dij pueden ser variables como se propone ma´s adelante.
Con la ecuacio´n constitutiva de la fase so´lida se completan las ecuaciones necesarias para
plantear el sistema. Reemplazando la ecuacio´n constitutiva (4-23) en (4-5), y sustituyendo
las cinema´ticas (4-22) en ese resultado se obtiene la primera parte del sistema (4-26); y
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sustituyendo las ecuaciones cinema´ticas en (4-16) y desarrollando la expresio´n, se obtiene
1
r
∂
∂r
(
r
∂u
∂t
)
+
∂
∂z
(
∂v
∂t
)
−K
(
1
r
∂
∂r
(
r
∂p
∂r
)
+
∂2p
∂z2
)
= 0 (4-25)
Que reescribiendose en forma matricial, completa el sistema que se tiene a continuacio´n
Λ([D]B([U]))−M({p}) = 0 (4-26)
MT [U˙]−KMT (Ψ({p})) = 0 (4-27)
Con los siguientes operadores diferenciales
Λ =
 ∂∂r + 1r 0 ∂∂z −1r
0 ∂
∂z
∂
∂r
+ 1
r
0
 Ψ =
 ∂∂r
∂
∂z
 M =
 ∂∂r + 1r
∂
∂z

Se aclara que este es el sistema que se obtiene al suponer la porosidad constante [53].
4.1.4. Condiciones de borde y condiciones iniciales
Para el dominio sobre el cual se solucionara´ el sistema que consiste en un “volumen” de con-
trol 2D dentro del cart´ılago, se requiere establecer las condiciones en los bordes del dominio.
Los cuales deben ser determinadas para todas las variables en el modelo, es decir que se
deben establecer condiciones para desplazamiento y presio´n de poros para todo el contorno,
ya sean de Dirichlet o de Neumann. Los cuales en e´ste caso son suficientes para explicar los
problemas de compresio´n [22].
Haciendo un ana´lisis a un elemento del contorno se puede establecer que las condiciones de
frontera son
Para Γu las condicions de Dirichlet son
U = Uˆ o´
u = uˆ
v = vˆ
(4-28)
y las de Neumann
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σ · ~n = tˆ + pex o´
σrnr + σrznz − tˆr − pnr − prex = 0
σznz + σrznz − tˆz − pnz − pzex = 0
(4-29)
Igualmente, para Γp las condicions de Dirichlet son
p = pˆ (4-30)
y las de Neumann quedan definidas en funcio´n de flujo (velocidad) a tra´ves de la frontera
U˙ · ~n = Vˆ o´ vr = vˆr
vz = vˆz
(4-31)
Para las condiciones de frontera de desplazamiento, en la condiciones de Dirichlet, se es-
tablecen las fronteras con desplazamientos predeterminados tales como aquellas que no se
desplazara´n y las de Neumann corresponden a las variables secundarias de desplazamiento
que involucran las tracciones externas [70]. Cada una dependiendo del experimento que se
quiera emular. Para las condiciones de presio´n de poro de Neumann no se suelen preestablecer
flujos en las fronteras del dominio [16].
4.1.5. Isotrop´ıa transversal no homoge´nea
Teniendo como base el planteamiento anterior la hipo´tesis secundaria del modelo es que el
cart´ılago puede ser modelado como un material bifa´sico transversalmente isotro´pico no ho-
moge´neo. Donde dicha homogeneidad viene dada por la variacio´n de las propiedades ela´sticas
de la fase so´lida. Se propone que la variacio´n de las propiedades ela´sticas de la fase so´lida sea
aproximada por la linelizacio´n entre los valores encontrados en la literatura que esta´n en con-
cordancia con la variacio´n de la composicio´n global del cart´ılago en funcio´n de la profundidad.
Un material transversalmente isotro´pico presenta una direccio´n preferida para la cual, cual-
quier direccio´n contenida en un plano perpendicular a dicha direccio´n preferida tendra´ las
misma propiedades meca´nicas. Para e´ste caso la direccio´n preferida es la profundidad.
La no homogeneidad se obtendra´ variando las propiedades ela´sticas a lo largo del eje pre-
ferencial. De las 9 constantes ela´sticas con que se define un material ortotro´pico, solo cinco
son requeridas. Por tanto para el caso de un material transversalmente isotro´pico la matriz
D de coeficientes ela´sticos se define con cinco (5) constantes ela´sticas (Et,El,Gt,νtl y νt). En
coordenadas cil´ındricas se tiene
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Et = Er = Eθ
El = Ez
Gt = Gθz = Grz
νt = νrθ = νθr
νt = νrz = νθz (4-32)
Como se menciono´ en el Cap´ıtulo 2 el cart´ılago presenta una distribucio´n no homoge´nea
de su composicio´n a lo largo de su profundidad. E´sta distribucio´n no homoge´nea de agua,
proteoglicanos, y cola´geno (para e´ste no solo en composicio´n si no en la direccio´n de las
fibras), brinda necesariamente la no homogeneidad de las propiedades ela´sticas, por ende se
debe tener en cuenta en las propiedades de la fase so´lida del modelo. El cart´ılago presenta una
mayor resistencia a tensio´n en la direccio´n paralela a la superf´ıcie en la zona superficial y e´sta
resistencia se va´ reduciendo a mayor profundidad, coincidente con la “desorientacio´n” de las
fibras de cola´geno respecto al plano superficial. As´ı mismo presenta una mayor resistencia
a compresio´n en la zona profunda acorde a el mayor contenido de proteoglicanos en e´sta
zona. Con base en el comportamiento cualitativo de la composicio´n y teniendo en cuenta
valores de las constantes ela´sticas de la fase so´lida para isotrop´ıa transversal reportadas en
la literatura, se proponen las siguientes funciones para la no homogeneidad de propiedades
ela´sticas a lo largo de la profundidad del cart´ılago.
Et = Et0(1− a ∗ (hm − z)/hm)
El = El0(1− b ∗ (hm − z)/hm)
Et = Et0(1− c ∗ (hm − z)/hm)
νt = νt0(1− d ∗ (hm − z)/hm)
νtl = νtl0(1− f ∗ (hm − z)/hm) (4-33)
Donde a,b,c,d y f son las pendientes del cambio (lineal) de cada constante ela´stica en funcio´n
de la profundidad, y hm es la altura de la muestra.
Los valores de las constantes ela´sticas tomados para la implementacio´n, fueron tomados de
los diferentes autores referenciados (indicados en cada ensayo implementado). En la Tabla
4-1 se muestran los valores experimentales obtenidos por Good y colaboladores [], a partir
de ensayos de indentacio´n en cart´ılago humano, que marcan un rango coincidente a todos
los utilizados en la implementacio´n.
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Tabla 4-1: Propiedades de cat´ılago (bifa´sico) de articulacio´n glenohumeral [29].
Propiedad Magnitud
E3 [MPa] axial 0.36 ± 0.20
E1 [MPa] 4.21 ± 3.26
ν21 0.13 ± 0.16
G [MPa] 0.62 ± 0.78
K [×10−15m4/N − s] 5.63 ± 6.11
4.2. Formulacio´n utilizando el me´todo de los Elementos
Finitos
Para el planteamiento del modelo en elementos finitos se realizan las etapas ba´sicas del
me´todo:
- Planteamiento de residuos ponderados
- Planteamiento de forma de´bil
- Desarrollo de matrices y vectores de carga elementales
- Definicio´n de condiciones de frontera e iniciales
Se desarrollan las ecuaciones del sistema (4-26) y (4-27) que se reescriben aqu´ı
Λ([D]B([U]))−M({p}) = 0
MT [U˙]−KMT (Ψ({p})) = 0
De donde se obtiene
∂
∂r
(
D11
∂u
∂r
)
+
∂
∂r
(
D12
∂v
∂z
)
+
∂
∂r
(
D14
u
r
)
+
∂
∂z
(
D33
∂u
∂z
)
+
∂
∂z
(
D33
∂v
∂r
)
+
+
D11
r
∂u
∂r
+
D12
r
∂v
∂z
+
D14
r
u
r
−
(
D41
r
∂u
∂r
+
D42
r
∂v
∂z
+
D44
r
u
r
)
− ∂p
∂r
= 0 (4-34)
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∂
∂r
(
D33
∂u
∂z
)
+
∂
∂r
(
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∂v
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)
+
∂
∂z
(
D21
∂u
∂r
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+
∂
∂z
(
D22
∂v
∂z
)
+
∂
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(
D24
u
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+
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r
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− ∂p
∂z
= 0 (4-35)
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(
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+
∂
∂z
(
∂v
∂t
)
−K
(
1
r
∂
∂r
(
r
∂p
∂r
)
+
∂2p
∂z2
)
= 0 (4-36)
Residuos Ponderados
Dado que el sistema de ecuaciones anterior debe satisfacerse en todo el dominio punto a
punto, el me´todo de los residuos ponderados establece que tambie´n deben cumplirse de una
manera integral ponderada, cuando se reemplazan las funciones aproximadas uˆ,vˆ y pˆ [92].
Para el planteamiento de los residuos ponderados se premultiplican las tres ultimas ecuacio-
nes por las funciones de peso Wl, y se integran sobre el dominio del problema, de donde se
obtiene
∫
Ω
Wl
[
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dΩ = 0 (4-37)
∫
Ω
Wl
[
∂
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dΩ = 0 (4-38)
∫
Ω
Wl
[
1
r
∂
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(
r
∂u
∂t
)
+
∂
∂z
(
∂v
∂t
)
−K
(
1
r
∂
∂r
(
r
∂p
∂r
)
+
∂2p
∂z2
)]
dΩ = 0 (4-39)
Como se concibe en el Me´todo de Elementos Finitos, el dominio de ana´lisis se divide en un
nu´mero conocido de elementos E, y en cada uno de ellos se debe cumplir la ecuacio´n de
resudios ponderados. Lo anterior se puede escribir como la suma de los residuos ponderados
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en todos los elementos del dominio.
E∑
e=1
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dΩe = 0 (4-40)
E∑
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dΩe = 0 (4-41)
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dΩe = 0 (4-42)
De aqu´ı en adelante se expresara´n las ecuaciones para un elemento Ωe y para comodidad se
obviara´ el super´ındice e y la notacio´n de aproximacio´n (ˆ).
Forma De´bil
Para “debilitar” la continuidad requerida por las funciones de aproximacio´n utilizadas en
el Me´todo de Elementos Finitos, cada uno de los te´rminos que tienen segundas derivadas,
se pueden expresar como la suma de: un te´rmino con una derivada de primer orden y un
te´rmino de frontera. Que solamente sera´ va´lido para elementos de la frontera, ya que para
elementos interiores este´ te´rmino de frontera se cancelara´ con el termino correspondiente del
elemento vecino [70].
Para esto se puede comprobar que
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∫
Ωe
1
r
∂
∂r
(
rWlD11
∂u
∂r
)
dΩe =
∫
Ωe
Wl
D11
r
∂u
∂r
dΩe +
∫
Ωe
Wl
∂
∂r
(
D11
∂u
∂r
)
dΩe +∫
Ωe
D11
∂u
∂r
∂Wl
∂r
dΩe (4-43)
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As´ı, para cada te´rmino correspondiente al que aplique en cada ecuacio´n, despejando los
te´rminos subrayados y reemplazandolos en 4-40, 4-41 y 4-42 se obtiene
−
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dΩe = 0 (4-46)
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dΩ = 0 (4-47)
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Por medio del teorema de la divergencia, los te´rminos subrayados de las ecuaciones 4-46, 4-47
y 4-48, pueden ser expresados como integrales sobre la frontera. Son las llamadas condiciones
de frontera naturales por que se obtienen “naturalmente” al realizar el proceso de debilita-
cio´n. Reemplazando en estas la ecuacio´n constitutiva, reordenando se expresa la forma debil
del sistema
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Donde
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El cual, es el te´rmino referente al flujo preestablecido en las fronteras, que para todos los
casos presentes sera´ cero.
De la ecuacio´n constitutiva se tiene que
∫
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Reorganizando y reeemplazando las condiciones de frontera (4-29), y las ecuaciones anterio-
res, el sistema se reescribe as´ı
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∫
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dΓe (4-56)
∫
Ωe
[
Wl
(
1
r
∂u
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+
∂
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(
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dΩe = 0 (4-57)
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Formulacio´n del Elemento Finito
Para un elemento interior las ecuaciones de pueden expresar en forma matricial
∫
Ωe
(B[Wl])
T [D]B[U]dΩe −
∫
Ωe
M(Wl)pdΩe = 0 (4-58)
−
∫
Ωe
WlMT (U˙)−
∫
Ωe
KΨT (Wl)Ψ(p)dΩe = 0 (4-59)
Recordando que se obvio´ la notacio´n de aproximacio´n, se plantean las funciones elementales
para M nodos por elemento
uˆe =
M∑
m=1
umNm vˆ
e =
M∑
m=1
vmNm pˆ
e =
M∑
m=1
pmNm (4-60)
Esto es
[Uˆ] =
 uˆe
vˆe
 = M∑
m=1
 Nm 0
0 Nm
 um
vm
 = M∑
m=1
 Nm 0
0 Nm
 ·[Um] (4-61)
Reemplazando las funciones de aproximacio´n en las ecuaciones del sistema, y utilizando las
mismas funciones de interpolacio´n como funciones de peso, como lo indica el me´todo Galerkin
[70], se tiene
M∑
m,l=1
(∫
Ωe
(B[Nl])
T [D]B(NmUm)dΩe −
∫
Ωe
M(Nl)NmpmdΩe
)
= 0 (4-62)
M∑
m,l=1
(
−
∫
Ωe
NlMT (NmU˙m)−
∫
Ωe
KΨT (Nl)Ψ(Nmpm)dΩe
)
= 0 (4-63)
Como los valores nodales de las variables u, v y p son valores constantes, salen de la integral
y se llega al siguiente sistema algebra´ico elemental
[Km]e(U)e − [C]e(P)e = (F)e (4-64)
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[C]Te (U˙)e + [Kc]e(P)e = 0 (4-65)
Donde
[Km]e =
M∑
l,m=1
∫
Ωe
(B[Nl])
T [D]B(Nm)dΩe (4-66)
[C]e =
M∑
l,m=1
∫
Ωe
M(Nl)NmdΩe (4-67)
[Kc]e =
M∑
l,m=1
∫
Ωe
KΨT (Nl)Ψ(Nm)dΩe (4-68)
(F)e =
M∑
l=1
∫
Γe
Nl
(
tˆ + pex
)
Γe (4-69)
Donde el vector (F )e se calcula solo en los elementos de frontera.
Al ensamblar el aporte de cada elemento se obtiene el sistema global
[Km](U)− [C](P) = (F) (4-70)
[C]T(U˙) + [Kc](P) = 0 (4-71)
E´stas ecuaciones se deben integrar en el tiempo, realizando una sustitucio´n de la derivada
temporal de U con un esquema de familia α de aproximacio´n [70], en el cual, un promedio
ponderado de la derivada temporal en dos pasos de tiempo consecutivos se aproximan como
la interpolacio´n lineal de los valores de la variable en los dos pasos, tambie´n conocida como
formula general de Crack-Nicholson. El procedimiento se describe a continuacio´n.
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4.2.1. Integracio´n en el tiempo
Utilizando la aproximacio´n mencionada, se puede expresar el vector de desplazamientos
global en el tiempo n+ 1, U, as´ı
Un+1 = Un+∆t((1− α)U˙n + αU˙n+1) (4-72)
Para e´sta aproximacio´n se supone que las matrices de r´ıgidez no var´ıan en el tiempo. De
(4-71), la cual se debe cumplir para cada paso de tiempo tn y tn−1, se obtiene
[C]T(U˙)n − [Kc](P)n = 0 (4-73)
⇒ [C]T(U˙)n = [Kc](P)n (4-74)
[C]T(U˙)n+1 − [Kc](P)n+1 = 0 (4-75)
⇒ [C]T(U˙)n+1 = [Kc](P)n+1 (4-76)
Reemplazando lo anterior en (4-72) premultiplicada por [C]T, y reordenando se tiene
[C]T(∆U) = ∆t[Kc](P)n + α∆t[Kc]∆p (4-77)
Planteando (4-70) en forma incremental y eliminando ∆U con la ecuacio´n anterior, se tiene
el incremento de presio´n en funcio´n de la presio´n del paso anterior y el incremento en el
vector de cargas, as´ı
[[C]T[Km]
−1[C]−∆tα[[Kc]]]∆p = ∆t[Kc](P)n − [C]T[[Km]−1(∆F)] (4-78)
Formulacio´n 1D
Ya que en el ensayo de compresio´n confinada no se presentan desplazamientos radiales, si
no solo en la direccio´n del eje, se puede simplificar el modelo fa´cilmente en una formulacio´n
unidimencional. As´ı el dominio se configura como una l´ınea vertical donde el taman˜o de cada
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elemento, h, es igual a la longitud total dividida entre el nu´mero de elementos, Ne. Dando
un nu´mero de nodos Nn = Ne+ 1. El dominio se muestra en la Figura 4-4.
Figura 4-4: Dominio Unidimensional
Para el caso unidimensional del problema de compresio´n confinada se usaron como funcio-
nes de interpolacio´n polinomios de Lagrange de primer grado. Y teniendo en cuenta que se
aplico´ el me´todo Galerkin para la seleccio´n de las funciones de peso, sera´n las mismas usadas
como interpolacio´n.
Para mejorar la programacio´n del me´todo, se utilizaron coordenadas locales para evitar el
reca´lculo de cada elemento debido a sus diferentes l´ımites de integracio´n y se uso´ un mapeo
isoparame´trico.
De 4-66 a 4-68 se puede notar que en el planteamiento de las ecuaciones para un elemento
en particular, quedan operadores diferenciales aplicados sobre las funciones de interpolacio´n
respecto a las coordenadas globales o del problema general. Utilizando unas funciones de
mapeo, las cuales deben ser biun´ıvocas, se pueden hallar dichos operadores expresados en
coordenadas locales.
Al expresar el operador diferencial en funcio´n de las coordenadas locales, este queda como
una expresio´n algebraica cuando se aplican sobre las funciones de interpolacio´n, ya que las
derivadas de dichas funciones respecto a las coordenadas locales, son conocidas de ante-
mano. Quedando as´ı el operador en funcio´n de las coordenadas globales de los nodos. En la
Figura 4-5, se muestran las funciones de interpolacio´n utilizadas y a su vez funciones de peso.
Para el caso de compresio´n confinada unidimensional, las condiciones de borde que se esta-
blecieron fueron las siguientes
Nodo inferior
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Figura 4-5: Funciones de interpolacio´n
v = 0
p = 0
que es donde se encuentra el filtro poroso que permite la exudacio´n de fluido y soporta
al cart´ılago. Esta condicio´n de frontera e inicial permanece igual en el tiempo durante
todo el ensayo para este nodo pero es la misma inicial para todos los nodos.
Nodo superior
En este nodo la condicio´n inicial de Frontera es de Neumman
dv
dy
= 0
y e´sta para el modo creep var´ıa en el tiempo.
Para el presente caso no existe error de discretizacio´n, ya que el dominio f´ısico seleccionado
es igual al dominio matema´tico definido. En la seccio´n de implementacio´n se muestran las
condiciones especificas de la simulacio´n.
Formulacio´n 2D
Por la geometr´ıa cil´ındrica de las muestras t´ıpicamente usadas, el modelo bidimensional
puede ser planteado de manera axisime´trica tanto para compresio´n confinada como para no
confinada. De esta manera el dominio llega a ser un recta´ngulo que en este caso es dividido
en elementos cuadrila´teros de 4 nodos, como se muestra en la Figura 4-6.
Aqu´ı se utilizaron elementos bilineales de continuidad C0 [92] y las funciones de interpolacio´n
se muestran en la Figura 4-7. Las caracter´ısticas especificas de los elementos utilizados se
muestran en la seccio´n de implementacio´n computacional.
Para el dominio 2D, al conjunto de nodos (Nset) que conforman los bordes del recta´ngulo
que se ve en la Figura 4-8, se le impusieron las condiciones de frontera dependiendo del
ensayo a simular. Para la compresio´n confinada se impuso un vector traccio´n (compresio´n)
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Figura 4-6: Dominio de ana´lisis 2D
Figura 4-7: Funciones de Interpolacio´n 2D
en el Nset3 que representa la superficie superior, y se limito´ el desplazamiento en la direccio´n
radial para el Nset4 del eje y el que esta´ en contacto con la ca´mara de confinamiento Nset2.
Para estos Nsets no se predeterminan condiciones de presio´n de poro a diferencia de Nset1
que es el que esta´ en contacto con la superficie inferior que permite el flujo de fluido, donde
corresponde una presio´n de poro de cero.
Para el caso de compresio´n no confinada al igual que para confinada, el vector traccio´n
(compresio´n) se impone en el Nset3, donde para el este caso se supone libre desplazamiento
entre la superficie que aplica la carga y la muestra. Se limita el desplazamiento radial en
el Nset4, y se limita el desplazamiento en la direccio´n axial en el Nset1. En este caso el
flujo se permite solo en la superficie lateral entonces as´ı se impone una presio´n de poro
cero en el Nset3. Caracter´ısticas espec´ıficas se muestran en la seccio´n de implementacio´n
computacional.
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Figura 4-8: Conjunto de nodos para imposicio´n de frontera a dominio 2D
4.2.2. Estabilidad de la solucio´n
Dado que se utilizo´ una aproximacio´n temporal con la formula general de Crack-Nicholson,
la seleccio´n del taman˜o de la malla, el taman˜o de cada paso de tiempo y el parametro α,
influyen en la covergencia de la solucio´n. A diferencia de la aplicacio´n tradicional de la formula
general de Crack-Nicholson (o familias α [70]) en las ecuaciones diferenciales parabo´licas, las
oscilaciones en este sistema, pueden ser evitadas con el uso de la versio´n completamente
impl´ıcita (α = 1) [70].
Realizando un ana´lisis de la ecuacio´n de recurrencia, que no sera´ especificado en este trabajo,
se puede hallar que cuando la matriz [[C]T[Km]
−1[C] −∆tα[[Kc]]] es una M-matriz ([22]),
no se presentan oscilaciones en la solucio´n.
Se dice que una matriz A es una M-matrix si satisface las siguientes propiedades [75]
aii > 0 para i = 1, ..., n
aij ≤ 0 para i 6= j, i, j = 1, ..., n
A es no-singular
A−1 ≥ 0
Esto se garantiza para la matriz indicada, teniendo un valor para ∆t, en el caso unidimen-
sional, tal que
∆t > ∆tcrit =
h2
4K( E
1+ν
)( 1−ν
1−2ν )
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4.3. Implementacio´n computacional del modelo
Con base en el planteamiento del modelo expuesto en las secciones anteriores, se imple-
mento´ de forma computacional para analizar la respuesta a los ensayos simulados.
4.3.1. Preproceso
Para el mallado del dominio de ana´lisis para los problemas de 2D, se utilizo´ el software
profesional de mallado CUBIT c©Versio´n 10.1 2001 de Sandia Corporation, cuya interfaz se
muestra en la Figura 4-9.
Figura 4-9: Mallado
Una vez generados los mallados se exportaron los archivos de malla con el formato usado
por ABAQUS con extensio´n *.inp, los cuales tienen la siguiente estructura
*HEADING
cubit(Directorio/archivo.inp): 10/14/2011: 16
*NODE
1, 0.000000e+000, 0.000000e+000
2, 1.000000e+000, 0.000000e+000
3, 1.000000e+000, 1.000000e+000
4, 0.000000e+000, 1.000000e+000
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5, 2.000000e+000, 1.000000e+000
6, 2.000000e+000, 0.000000e+000
., ., .
., ., .
., ., .
*ELEMENT, TYPE=STRI3, ELSET=EB1
1, 1, 2, 3
2, 4, 1, 3
., ., ., .
., ., ., .
., ., ., .
*NSET, NSET=NS1
1, 2, 6, 10, 9,
., ., ., ....
.
.
Dicha estructura contiene las coordenadas nodales, conectividad entre nodos para cada ele-
mento y conjunto de nodos de cada segmento de frontera. El manejo de las coordenadas
nodales en el programa se realizo´ de tal manera que los nodos deben estar ordenados para
cada elemento en el sentido contrario a las manecillas del reloj. As´ı bien el archivo generado
es le´ıdo en la primera subrutina del programa general, y se continu´a el preproceso en el
programa general con la definicio´n de constantes y para´metros de simulacio´n.
En esta parte del co´digo se establece el tipo de ensayo a simular, que define las condiciones
de frontera a imponer a las matrices y al vector global de cargas.
Se define el tipo de elasticidad para la fase so´lida, ya sea isotro´pica, transversalmente isotro´pi-
ca homogenea o no homoge´nea.
4.3.2. Procesador
El programa general (procesador) se implemento´ en el lenguaje M, utilizado por MATLAB
c©7 de 2008, donde se escribieron las diferentes rutinas para cada simulacio´n de cada modo
de ensayo. La estructura del programa general para el modo de Creep se muestra en la Figura
4-10.
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Figura 4-10: Estructura del programa general para creep (procesador)
En la Figura 4-11 se muestran los esquemas de las subrutinas utilizadas para el ca´lculo de
las matrices de r´ıgidez globales y elementales, las cuales poseen la misma estructura para los
tres tipos de matrices del sistema.
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Figura 4-11: Estructura de rutina para ca´lculo de matrices globales
En la Figura 4-12 se muestra la estructura del algoritmo de solucio´n para los ensayos en
modo de relajacio´n de esfuerzo.
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Figura 4-12: Estructura del algoritmo general para relajacio´n de esfuerzo (procesador)
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4.3.3. Post-proceso
En la parte final del co´digo se hace el ca´lculo de las deformaciones y esfuerzos de la fase
so´lida, y se genera un archivo de salida para el caso de 2D de extensio´n .dat que es escrito
para que sea visualizado desde Tecplot c©V.10 de Tecplot Inc.. El archivo posee la siguiente
estructura
TITLE = "Valores Nodales"
VARIABLES = "X","Y","U","V","P"
ZONE T= "PASO1" N=10, E=4 F=FEPOINT, ET=QUADRILATERAL
0.0000E+000, 1.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000
0.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000
1.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000
1.0000E+000, 1.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000
4.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000, 0.0000E+000
., ., ., .,
., ., ., .,
., ., ., .,
1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8,
7, 9, 10, 8,
., ., ., .,
., ., ., .,
., ., ., .,
Donde cada uno de los bloques se repite para cada solucio´n de la iteracio´n en cada paso de
tiempo. El me´todo ofrece una clara forma de obtener los esfuerzos elementales, los cuales dan
valores diferentes para un mismo nodo dependiendo del elemento contenedor con el cual se
calcula. Aqu´ı se calcularon los esfuerzos nodales como el promedio aritme´tico de los valores
del esfuerzo elemental de los elementos contenedores del nodo referente.
4.4. Casos de Solucio´n
A continuacio´n se muestran los casos se simulacio´n que fueron implementados en el lenguaje
de programacio´n y sus resultados.
4.4.1. Compresio´n confinada
Como se describio´ en el cap´ıtulo 2, para compresio´n confinada, las condiciones de fronte-
ra solo permiten desplazamiento en la direccio´n de la compresio´n. La superficie lateral es
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restringida en su desplazamiento radial; En la Figura 4-13 se muestran las condiciones de
frontera aplicadas en el dominio.
Figura 4-13: Condiciones de frontera para compresio´n confinada
Unidimensional
Debido a la simetr´ıa del dominio y a que no existen desplazamientos radiales, ni flujo en la
direccio´n radial, el problema de compresio´n confinada se puede formular como un problema
unidimensional.
Modo Creep
Se considera un experimento de compresio´n confinada, donde se aplica la carga con un piston
impermeable sobre la superficie superior, por tanto no se permite flujo en esta a´rea. Y se
impone una condicio´n de frontera de presio´n nula en la cara inferior y de desplazamiento
cero, lo que hace esta superficie libre para el flujo de fluido y limita el desplazamiento de
fase so´lida; el ensayo de ilustra en la Figura 4-14.
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Figura 4-14: Ensayo de compresio´n confinada
Este es un ensayo conducido por esfuerzo (Stress Driven) ya que la entrada es la carga
y la salida son las deformaciones experimentadas por la muestra. Inicialmente el dominio
matema´tico (1D) se discretiza en 10 nodos y se le aplica una rampa de carga en el nodo
superior. Las salidas del la solucio´n son desplazamientos y presio´n de poros para cada paso
de tiempo. El dominio se muestra en la Figura 4-15.
Figura 4-15: Ensayo de compresio´n comfinada
Como se ha planteado en el modelo de Mow, los para´metros materiales (permeabilidad,
mo´dulo de elasticidad y mo´dulo de r´ıgidez) se consideran con un valor uniforme en todo el
dominio.
Para un ∆t la distribucio´n de los desplazamientos y la presio´n de poros en todo el dominio se
muestran en las Figuras 4-16 y 4-17, respectivamente. Tal como se menciono´ anteriormente
la estabilidad de la solucio´n se ve afectada por el taman˜o de la malla. Para el mismo ∆t y
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una malla mas fina (elementos ma´s pequen˜os) se suprime la inestabilidad geome´trica que se
tiene de la solucio´n para la malla ma´s gruesa, como se muestra en la Figura 4-18.
Figura 4-16: Presio´n de poro para compresio´n confinada 1D, para un ∆t = 1s Ne = 10
Figura 4-17: Desplazamiento para compresio´n confinada 1D, para un ∆t = 1s Ne = 10
Figura 4-18: (a) Desplazamientos y (b) Presio´n de poro para compresio´n confinada 1D,
para un ∆t = 1s Ne = 50 y Fase so´lida isotro´pica
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En las Figuras 4-18 (a) y (b) se muestran la distribucio´n de la presio´n de poros y los des-
plazamientos en el dominio para un solo paso de tiempo.
Como es de esperarse, para el caso de isotrop´ıa transversal no homoge´nea la distribucio´n de
la presio´n en el dominio se diferencia un poco respecto al caso de la fase so´lida isotro´pica,
como se puede notar al comparar la Figura 4-18 con la 4-19.
Figura 4-19: Desplazamientos y presio´n de poro para compresio´n confinada 1D, para un
escalon de carga, con fase so´lida transversalmente isotro´pica no homoge´nea
La respuesta transitoria para un nodo, deformacio´n y presio´n de poros, se muestran en la
Figuras 4-20(a) y (b), respectivamente.
Figura 4-20: Desplazamientos y presio´n de poro para compresio´n confinada 1D, para un
escalon de carga.
Se observa co´mo la presio´n de poros asume la mayor parte de la carga inicial y va disminu-
yendo mientras se desarrolla el “Creep”.
Modo relajacio´n de esfuerzos
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En este caso al mismo dominio analizado se le impone una rampa de desplazamiento sobre
el nodo superior, este caso es un ensayo conducido por desplazamiento. As´ı la salida es la
carga sensada requerida para la imposicio´n de los desplazamientos en la frontera.
La respuesta para un escalo´n de desplazamiento al nodo superior se observa en la Figura
4-21.
Figura 4-21: Desplazamientos y presio´n de poro para compresio´n confinada 1D, para un
escalo´n de desplazamiento en el nodo superior. Fase so´lida isotro´pica.
A partir de los valores de desplazamiento y presio´n de poros se puede calcular en el postpro-
ceso el esfuerzo en la fase so´lida, que se muestra en la Figura 4-22. Se puede observar que
el pico de esfuerzo es asumido por la fase fluida y transferida a la fase so´lida a medida que
la presio´n de poros se hace cero.
Figura 4-22: Esfuerzo efectivo de la fase so´lida para compresio´n confinada 1D, para un
escalo´n de desplazamiento en el nodo superior. Fase so´lida isotro´pica.
Para un mismo escalo´n de desplazamiento y una fase so´lida transversalemnte isotro´pica no
homge´nea se muestra la respuesta en la Figura 4-23
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Figura 4-23: Desplazamientos y presio´n de poro nodales para compresio´n confinada 1D,
para un escalo´n de desplazamiento en el nodo superior. Fase so´lida transver-
salmente isotro´pica no homoge´nea.
Serie carga-relajacio´n
El esquema t´ıpico de ensayo para relajacio´n, es una rampa de carga-relajacio´n. Donde de-
pendiendo del ensayo, confinado o no confinado, se pueden determinar los para´metros men-
cionados Ha y E, respectivamente. En la Figura 4-24, se muestra el esquema de una rampa
carga-rajacio´n utilizada experimentalmente por Ateshian et. al [7] y en las Figuras 4-25
y 4-26, se muestran las respuestas para fase so´lida isotro´pica y trasversal no homoge´nea,
respectivamente.
Figura 4-24: Rampa de carga-relajacio´n
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Figura 4-25: Respuesta a rampa carga-relajacio´n en compresio´n confinada. Fase so´lida
isotro´pica
Figura 4-26: Respuesta a rampa carga-relajacio´n en compresio´n confinada. Fase so´lida
transversalmente isotro´pica no homoge´nea
Bidimensional
En la implementacio´n axisime´trica (2D) se puede visualizar el mismo comportamiento obte-
nido en una dimensio´n.
Modo Creep
En la Figura 4-27 se muestra la distribucio´n de presio´n de poro para el mismo caso de
solucio´n implementado para una dimensio´n (∆t = 1s) en un u´nico paso de tiempo, y fase
so´lida transversalemente isotro´pica no homoge´nea.
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Figura 4-27: Presio´n de poro para compresio´n confinada 2D, para un ∆t = 1s Ne = 10
Al plotear la distribucio´n de presio´n de poro a los largo de un eje vertical en el dominio, se
observa la distribucio´n para el caso unidimensional al utilizar el mismo numero de elementos
en la direccio´n z, e´sto se muestra en la Figura 4-28.
Vale la pena aclarar que como esta´ concebido el modelo, con fases incompresibles, en caso de
confinamiento total no habr´ıa desplazamientos en niguna direccio´n. Pero numericamente no
es posible implementar absoluta incompresibilidad, lo que proporcionar´ıa desplazamientos
al solucionar en un caso de confinamiento total.
4.4 Casos de Solucio´n 82
Figura 4-28: Presio´n de poro a lo largo del eje z a partir de solucio´n 2D, para un ∆t = 1s
Ne = 312
En la Figura 4-29 se muestran las distribuciones de presio´n de poro de seis instantes en
la deformacio´n del dominio para compresio´n confinada, donde el gradiente de la presio´n
determina el flujo de fase fluida hacia la supeficie inferior.
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Figura 4-29: Presio´n de poro para los tiempos t = 0s, t = 1s, t = 10s, t = 45s, t = 75s y
t = 100s, para un ∆t = 1s Ne = 312
Relajacio´n de Esfuerzos
4.4 Casos de Solucio´n 84
En la Figura 5-3 se muestran los resultados obtenidos para el esfuerzo efectivo (direccio´n
axial) de la fase so´lida, para un nodo del Nset1 en un ensayo de relajacio´n de esfuerzo, en
compresio´n confinada, para el modelo bidimensional.
Figura 4-30: Esfuerzo efectivo axial para la fase so´lida en compresio´n confinada, obtenido
del modelo 2D, geometr´ıa del dominio correspondiente a ensayos de Cohen et.
al. [15].
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4.4.2. Compresio´n no confinada
Para compresio´n no confinada, como se menciono´ anteriormente, el cart´ılago es sometido a
compresio´n por dos superficies impermeables lubricadas, en muchos casos con liquido sinovial
natural, y se permite los desplazamientos radiales y el flujo en e´sta misma direccio´n. Para la
hipotesis de no homogeneidad en la direccio´n axial es necesario un modelo bidimensional ya
que se requiere evaluar las presiones de poro y esfuerzo efectivo en diferentes radios y alturas
en la muestra.
En la Figuras 4-31 y 4-32 se muestran el esquema de ensayo y el dominio para compresio´n
no confinada, respectivamente.
Figura 4-31: Esquema de ensayo de compresio´n no confinada
Figura 4-32: Dominio y condiciones de frontera para compresio´n no confinada
Modo Creep
Para compresio´n confinada tambien se simularon de ambos modos, creep y relajacio´n de
esfuerzos. En la Figura 4-33 se muestra la presio´n de poro para el caso de fase so´lida
isotro´pica.
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Figura 4-33: Dominio y condiciones de frontera para compresio´n no confinada
Modo Rejalacio´n de esfuerzos
En la Figura 5-7 las deformaciones radiales amplificadas para una corrida en modo relajacio´n
de esfuerzos, con fase so´lida transversalmente isotro´pica no homoge´nea. Donde se acentu´a,
ma´s que en el caso de creep, la variacio´n de la deformacio´n radial (por este motivo se am-
plifico´).
En el cap´ıtulo 5 se mostraran las observaciones que se encontraron en las simulaciones,
teniendo como base los datos experimentales de algunos autores.
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Figura 4-34: Dominio deformado (amplificado en u -deformaciones radiales-) y presio´n de
poros para compresio´n no confinada en relajacio´n de esfuerzos
4.4.3. Conclusiones de la implementacio´n
En el proceso de implementacio´n se suponen condiciones ideales que requieren de un pro-
tocolo adicional en los ensayos de laboratorio para acercarse a ellas. Por ejemplo el caso
del contacto entre las superficies compresoras, en los ensayos experimentales requiere una
precarga para iniciar la rampa. En la simulacio´n no se implemento dicha precarga ya que se
supone el contacto total de las superficies, dadas las condiciones de borde impuestas.
En la realidad existe friccio´n cinema´tica entre las superficies y la muestra de cart´ılago, que
es un punto intermedio entre los dos extremos posibles a implementar numericamente. Uno
es adesio´n total y el otro friccio´n cero. En todos los casos se utilizo´ friccio´n cero para la
interracio´n de las superficies y el dominio.
El programa se escribrio´ de una manera gene´rica para que puedan ser analizados otros
dominios, si es necesario. Sera´n le´ıdos los que tengan la estructura que se menciono´ en las
secciones anteriores.
Es importante para el me´todo, tener un conocimiento de las cifras significativas que se ma-
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nejan en los datos en cada etapa de ca´lculo del programa. Puede ocasionar singularidades en
las matrices cuando se utiliza mucha discrepancia entre las cifras significativas de elementos
de la misma matriz.
Para la etapa de presentacio´n de los resultados tambien es importante el manejo de las
cifras significativas en el postproceso, ya qel el programa visualizador puede amplificar esa
diferencia de valores que no son relevantes para visualizar.
Para el mejoramiento de la velocidad en el manejo de las matrices y sus ca´lculos se recomienda
la realizacio´n de preasignacio´n de espacio en memoria para las variables matriciales, sobre
todo las que van creciendo en taman˜o con las iteraciones del algoritmo.
5 ANA´LISIS DE RESULTADOS
Tanto para las simulaciones realizadas para compresio´n confinada como para no confinada,
se encontraron las siguientes anotaciones relevantes en los resultados obtenidos.
5.1. Compresio´n confinada
Como era de esperarse la distribucio´n de presio´n de poro en el dominio para el caso de creep,
var´ıa para los tres casos de elasticidad de la fase so´lida: Isotrop´ıa homoge´nea, isotrop´ıa
transversal homoge´nea y no homoge´nea. En la Figura 5-1 se muestran los tres casos para
una misma magnitud de carga.
Figura 5-1: Distribucio´n de presio´n de poro, para 3 casos de elasticidad de la fase so´lida
La que presenta mejor distribucio´n es la que tiene en cuenta la no homogeneidad de la fase
so´lida, la curva inferior.
Para el caso de compresio´n confinada se puede observar que el incluir la no homogeneidad
de la fase so´lida permite un mejor ajuste en la velocidad de relajacio´n de los esfuerzos, que
al tener el modelo con fase so´lida transversalmente isotro´pica homoge´nea. En la Figura 5-2,
se muestra el ajuste para ambos casos, y los datos experimentales obtenidos por Cohen et.
al. [15], en muestras de 6,35mm de dia´metro y 1mm de espesor.
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Figura 5-2: Aproximacio´n de respuesta para compresio´n confinada con fase so´lida trans-
versalmente isotro´pica homoge´nea y no homoge´nea. Datos experimentales de
Cohen et. al. [15]
El modelo transversalmente isotro´pico para los datos referidos en la literatura presenta ma-
yores esfuerzos de equilibrio comparado con el modelo incluyendo la no homogeneidad. En
este caso esta´n siendo comparados para un ensayo de compresio´n confinada con un solo
escalo´n de carga.
Para el caso de compresio´n confinada el modelo con no homogeneidad del modulo de elas-
ticidad en la direccio´n axial, puede ser ajustado por un modelo transversalmente isotro´pico
homoge´neo para que posea un modulo “equivalente”. Ya que no hay deformacio´n radial y
su rigidez podr´ıa ser compensada por mayor o menor rigidez en esa direccio´n de manera
homoge´nea.
En los resultados de las simulaciones de compresio´n confinada, tanto para 1D como para
2D se evidencio´ un relativo bajo gradiente de presio´n en la zona alejada del la condicio´n de
frontera p = 0, frontera que permite flujo. A su vez se aprecia que la zona donde se presenta
mayor esfuerzo efectivo es donde la presio´n de poro es menor y su gradiente es mayor, lo que
quiere decir que es la zona donde se empieza a transmitirse un poco ma´s la carga a la fase
so´lida. Esto se puede evidenciar en la Figura 5-3 que se repite aqu´ı.
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Figura 5-3: Esfuerzo efectivo axial para la fase so´lida en compresio´n confinada, obtenido
del modelo 2D, geometr´ıa del dominio correspondiente a ensayos de Cohen et.
al. [15].
A partir de la comparacio´n con los resultados para compresio´n confinada , Cohen et. al.
[15] mostrados arriba, se concluye que el modelo bifa´sico transversalmente isotro´pico no
homoge´neo, aproxima de mejor manera que el bifa´sico isotro´pico.
Estabilidad de la solucio´n
Como se expuso en el cap´ıtulo anterior, la resolucio´n de la malla y/o el taman˜o del paso de
tiempo, pueden generar oscilaciones de la solucio´n en el dominio. Se seleccionaron combina-
ciones de ∆t < ∆tcrit y resoluciones de malla de tal manera que garantizaran la estabilidad
geome´trica (en el dominio) de la solucio´n. En la Figura 5-4 se muestra un caso de oscilaciones
de la solucio´n (Presio´n) en el dominio para compresio´n confinada.
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Figura 5-4: Oscilaciones de la solucio´n en el dominio, para compresio´n confinada por un
∆t < ∆tcrit.
5.2. Compresio´n no confinada
Para el caso de compresio´n no confinada se realizo´ la simulacio´n para una rampa de carga-
relajacio´n, mencionada en el cap´ıtulo anterior con el esquema de carga utilizado por Ateshian
et. al. (1997) [7]. Y se comparo´ con el modelo implementado. La comparacio´n se muestra en
la Figura 5-5
Figura 5-5: Comparacio´n del modelo implementado con datos experimentales de la litera-
tura [7].
Se puede observar que el modelo empieza a alejarse de los resultados a partir del tercer
escalo´n de la rampa. Teniendo en cuenta que pra´cticamente no hay aumento en la magnitud
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de los picos de esfuerzo comparados con el inmediatamente anterior y que el primer pico del
modelo es ma´s alto que el experimental.
Para poder tener esa variacio´n en la magnitud de los picos respecto a su predecesor es
necesario tener por lo menos una variacio´n de la permeabilidad en funcio´n de la deformacio´n.
Por lo tanto el modelo no lo mostrar´ıa.
Lo interesante es que el esquema de Ateshian, tiene una rampa con 5 escalones que llevan
hasta ma´s o menos el 50 % de deformacio´n, rango en el cual e´ste no es va´lido, como se plan-
teo´ en las suposiciones para el desarrollo del modelo. Pra´cticamente el modelo se aproxima
en el comportamiento hasta el tercer escalo´n (≈ 25 % de deformacio´n).
El modelo para compresio´n no confinada tiene la capacidad de poder incluir no homogeneidad
en las relaciones de Poisson para describir cualitativamente la tendencia de los desplazamien-
tos radiales hallados en la literatura. Dicha tendencia se muestra en la Figura 5-6.
Figura 5-6: Cambio en la forma de la muestra al someterse a compresio´n, muestra la no
uniformidad en los desplazamientos radiales, Tomada de [38].
Se puede observar en la Figura 5-7 (que se repite aqu´ı) que aun teniendo unas relaciones
de Poisson homoge´neas a los largo del eje y en los planos transversales, se puede apreciar
globalmente una deformacio´n radial no homoge´nea, que es con la que se determina la relacio´n
de Poisson en los ensayos de laboratorio.
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Figura 5-7: Dominio deformado (amplificado en u -deformaciones radiales-) y presio´n de
poros para compresio´n no confinada en relajacio´n de esfuerzos
Estabilidad de la solucio´n
Al igual que para compresio´n confinada, para el caso de 2D. En el caso de compresio´n no
confinada se seleccionaron las mallas adecuadas para los resultados de comparacio´n. En la
Figura 5-8 se muestra la distribucio´n de presio´n para compresio´n no confinada utilizando
un ∆t < ∆tcrit.
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Figura 5-8: Distribucio´n erro´nea de presio´n de poro, por un ∆t < ∆tcrit
6 CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES
A lo largo de la realizacio´n de este trabajo se encontraron detalles interesantes y u´tiles para
futuras aplicaciones. En la revisio´n bibliogra´fica se evidencia enormemente la influencia del
trabajo de Mow (1980) en la mayor´ıa de modelos revisados, y por ende en el modelo imple-
mentado. Se piensa que el modelo de Mow sera´ siendo un paradigma en los futuros modelos
de comportamiento meca´nico del cart´ılago y tejidos biolo´gicos.
Desde hace ma´s de tres de´cadas se han realizado intentos por describir con modelos simpli-
ficados el comportamiento del cart´ılago articular. Los modelos ma´s complejos se han venido
dando con la evolucio´n de los me´todos nume´ricos, que permiten la inclusio´n de varios pro-
cesos acoplados. Pero au´n con el desarrollo abismal de los equipos de computo los costos
computacionales son relativamente altos para implementar los modelos ma´s complejos en
las geometr´ıas articulares reales, debido a que e´stas tienen un nivel considerable de com-
plejidad. Por esto au´n en la actualidad se utilizan modelos “sencillos”, inclusive modelos
ela´sticos, para evaluar comportamiento cualitativo del cart´ılago para condiciones especiales,
como la evaluacio´n de implante de andamios para la reproduccio´n de ce´lulas y tejido invitro.
Dado esto se considera que el modelo implementado en el trabajo, hace que un a un modelo
sencillo se le incluya una caracter´ıstica ma´s realista (no homogeneidad) y pra´cticamente con
el mismo costo computacional de el modelo bifa´sico con fase so´lida ela´stica isotro´pica. Y
puede ser fa´cilmente implementado en modelos de interaccio´n de superficies articulares.
Dentro del rango del 20 % de deformacio´n en el cart´ılago, donde han demostrado varios
autores [19, 38, 2], que se puede aproximar la relacio´n esfuerzo de equilibrio con deformacio´n
de equilibrio de manera lineal, el modelo propuesto e implementado, tiene la capacidad de
describir de manera aproximada el comportamiento del cart´ılago en relajacio´n de esfuerzos,
y al mismo tiempo puede describir la variacio´n de los desplazamientos radiales respecto a la
profundidad del cart´ılago en ensayos de compresio´n no confinada.
Se puede dar por alcanzado el objetivo del trabajo, ya que se implemento´ este modelo, que
puede servir como herramienta para el comportamiento del cart´ılago, en la simulacio´n de
dominios muchos ma´s complejos que requieran un costo computacional casi que exclusivo
para enfrentar el problema geome´trico.
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La suposicio´n base de deformaciones infinitesimales para la linealizacio´n de las ecuaciones
cinema´ticas, limita el modelo a la zona donde los esfuerzos y deformaciones de equilibrio
experimentales se puede aproximar de manera lineal.
El considerar la permeabilidad constante independiente de la deformacio´n hace que el mo-
delo no replique el aumento en los picos de esfuerzo, en los casos de relajacio´n, a medida
que se va aumentando el desplazamiento impuesto. Esta dependencia de la permeabilidad
respecto a la deformacio´n implica la no linealidad del sistema a resolver, esto hace que las
matrices sean no lineales y por tanto el me´todo de solucio´n a utilizar, salie´ndose del alcance
del presente trabajo. Se recomienda que en trabajos futuros se implemente esta variacio´n de
la permeabilidad en funcio´n de la deformacio´n.
Para cualquier caso de elasticidad de la fase so´lida evaluadas en el modelo, incluida la no
homoge´nea, el mo´dulo de elasticidad no var´ıa en una misma direccio´n al invertir el sentido
de la carga. Para el caso de compresio´n no confinada la restriccio´n del flujo radial genera
tensio´n en el plano transversal, que esta´ condicionada por el modulo de elasticidad a tensio´n
en dicho plano. Este mo´dulo de elasticidad a tensio´n disminuye en funcio´n de la profundidad,
contrario a lo que sucede con el mo´dulo a compresio´n en el mismo plano. El modelo restringe
el uso del un mismo valor del mo´dulo de elasticidad para tensio´n como para compresio´n.
El modelo puede ser extendido considerando deformaciones finitas, y as´ı tener en cuenta la
variacio´n de las fracciones volume´tricas en funcio´n de la deformacio´n. Se recomienda incluir
en trabajos futuros, deformaciones finitas en el modelo, para lo cual es necesario incluir una
ecuacio´n de energ´ıa de deformacio´n para la fase so´lida.
El modelo no tiene en cuenta el comportamiento no Newtoniano para la fase fluida, dado a
que los esfuerzos cortantes dentro de esta, son despreciables comparados con los esfuerzos
debido a la interaccio´n de las dos fases. No se tiene en cuenta la respuesta viscoela´stica
intr´ıseca de la fase so´lida, lo que significa que el modelo tiene en cuenta solo la respuesta
visco-ela´stica flujo-dependiente.
La no homogeneidad introducida por la variacio´n de las constantes ela´sticas de la fase so´lida
en funcio´n de la profundidad, brindan un claro aporte del modelo implementado al paradigma
del modelo de Mow, ya que mejora el ajuste de la relacio´n esfuerzos picos a los esfuerzos de
equilibrio en relajacio´n de esfuerzos y puede, a diferencia de aquel, describir una distribucio´n
no homoge´nea de los desplazamientos radiales en pruebas de compresio´n no confinada.
Este modelo puede ser utilizado como entrada (ley constitutiva) en la implementacio´n de
me´todos adaptativos para el modelado de dan˜o en el cart´ılago articular analizado como un
medio continuo.
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B Anexo: Co´digo MATLAB Programa
General
Se presenta parte del co´digo generado, para que este´ a disposicio´n de la comunidad univer-
sitaria.
%Este archivo es el Marco general del programa para la implementacio´n del
%modelo para comportamiento de cartı´lago articular basado en el modelo
%bifa´sico de Mow para el caso axisime´trico, con la posibilidad de variar
%las propiedades ela´sticas de la fase so´lida.
clear all close all delete ’Soltoplot.dat’ delete ’SoltoplotEL.dat’
delete ’resumen.txt’ clc
%% MALLA
%Cargar Coordenadas de Cada uno de los Nodos
%Cargar la Matriz de Conectividad
%Cargar Nset
[COORD,CONEC,Nset,Nn,Ne,Nnset]=preproceso(’Cohen98_12.inp’);%Invoca la
%funcio´n preproceso que lee el enmallado define matrices de nodos,
%elementos, numero de nodos y elemntos y nu´mero de Nsets. Puede usar
%Ateshian97, Cohen98, Korhonen02, garcı´a, etc.
nnpe=4; %nnpe : Nu´mero de nodos por elemento
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%IMPORTANTE %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%Hay que tener en cuenta que el enmallado debe tener la numeracio´n local en
%sentido antihorario
%Ne: Nu´mero de Elementos
%Nn: Nu´mero de Nodos
%COORD: Matriz de Coordenadas nodales
%CONEC: MAtriz de Conectividad
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FG=zeros(2*Nn,1); %Inicializa el F Global correspondiente
Qx=0; %Valor de cargas de cuerpo
Qy=0;
Diametro=2*(max(COORD(:,1))-min(COORD(:,1)));
Altura=(max(COORD(:,2))-min(COORD(:,2))); %Diametro y altura a partir de
%la malla
%% CONDICIONES MATERIALES
EE=0.3; %[N/mm^2] Modulo de Young de la fase so´lida en el caso isotro´pico
nu=0.2; %Relacio´n de Poison de la fase so´lida en el caso isotro´pico
kxgm=0.005; %[mm^4/(N.s)] Coeficientes de difusividad en direcciones x e y
kygm=kxgm;
Bif=1; %Bif=1 o Bif=0, Bifa´sico (transitorio) o monofa´sico (Ela´stico)
Elas=1; %1=Isotro´pico, 2=Transversalmente isotropico
%3=Transversalmente isotropico No Homogeneo
Ensayo=2; %Ensayo=1 Compresio´n confinada Ensayo=2 Compresio´n no confinada
TipSolucion=2; %Tipo de salida en la solucio´n
switch (Elas)
case 1
TipoD=[1 EE nu];
case 2
TipoD=[2 Altura];
case 3
TipoD=[3 Altura];
end
%% CALCULO DE MATRIZ GLOBAL Y VECTOR DE CARGAS INICIAL %%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%
KMG=Kmglobal(Nn,Ne,COORD,CONEC,nnpe,TipoD); %Calcula KMG Global
%Que corresponde a la elasticidad plana de la fase so´lida
%spy(KMG);
CG=Cglobal(Nn,Ne,COORD,CONEC,nnpe);
KCG=Kcglobal(Nn,Ne,COORD,CONEC,nnpe,kxgm,kygm);
%FG=Fglobal(Nn,Ne,COORD,CONEC,Qx,Qy,nnpe); %Calcula el vector de cargas
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%% IMPOSICIO´N DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA %%%%%%%%%%%%%%%%%%%
Km = KMG; %Guardamos una copia de la Kglobal y el vector
Fc = FG; %de cargas sin las condiciones
C = CG; Kc = KCG; Nseth=fronteras(Nnset,Nset,Ne,CONEC);
%Se crea una Matriz 2D con la informacio´n de Nset (3D)
[CFTipo]=condicionesnset(Ensayo);
%Se crea una matriz que contiene la informacio´n de las condiciones
%de forntera para cada Nset
[KMG,FG,CG,KCG]=condicionDir(CFTipo,Nseth,KMG,FG,CG,KCG);
FGCon=condicionNeu(Ne,Nnset,CFTipo,COORD,CONEC,Nn,Nseth,nnpe,KMG);
% Se calculan las Matricez de rigidez y el vector de cargas
%% %%%%%%%%%%%%%SOLUCIO´N BIFA´SICO TRANSITORIO %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
if Bif==1
alpha=1; %Se establece el para´metro para la int en el tiempo
deltaT=1; %[s] %Paso temporal
NPasos=200; %Nu´mero de pasos
paso=1;
[U,V,P,W,F,St,Def,SolsU,SolsV,SolsW,SolsP,SolsF,SolsSr,SolsSz,SolsSrz,
SolsSth,SolsDefr,SolsDefz,SolsDefrz,SolsDefth,SolsRx,SolsRy]=preallocate(Nn,NPasos);
postproc(’Soltoplot.dat’,COORD,CONEC,U,V,P,W,St,Def,Nn,Ne,paso)
%Se guarda los valores iniciales de las variables
switch (TipSolucion)
case 1
%% SOLUCIO´N 1
% Muestra los valores de Presio´n de Poro y desplazamientos en el
% dominio para un paso de tiempo
%solalter1(KMG,CG,KCG,COORD,CONEC,Nn,Ne,TipoD,nnpe,10,FGCon);
[UG,Pn]=solalter(KMG,CG,KCG,COORD,CONEC,Nn,Ne,TipoD,nnpe,deltaT,FGCon);
U=UG(1:2:end); V=UG(2:2:end);
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case 2
%% SOLUCIO´N 2 (STRESS DRIVEN)
% Muestra la respuesta a un escalo´n de esfuerzo en el tiempo
Delta_FT=FGCon; % El vector de cargas sera´ el escalo´n total
Ndivf=3; %Nu´mero de pasos para la rampa de carga
UG=zeros(2*Nn,1);
ke=[KMG CG; CG’ (-deltaT*alpha*KCG)];
for paso=2:NPasos
if paso<=Ndivf
Delta_F=(1/Ndivf)*Delta_FT; %Aplica la carga en Ndivf pasos
else
Delta_F=zeros(2*Nn,1);
end
p_i=P;
Faux=zeros(3*Nn,1);
Faux(1:2*Nn,1)=Delta_F;
Faux(2*Nn+1:3*Nn,1)=deltaT*KCG*p_i;
Solucion=roundn(linsolve(ke,Faux),-5);
Delta_UG=Solucion(1:2*Nn,1);
Delta_P=Solucion(2*Nn+1:3*Nn,1);
P=p_i+Delta_P;
U=U+Delta_UG(1:2:end);
V=V+Delta_UG(2:2:end);
UG(1:2:end)=U;
UG(2:2:end)=V;
for n=1:Nn
W(n,1)=sqrt((U(n,1))^2+(V(n,1))^2);
end
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F=F+Delta_F;
R=Km*UG+C*P-F;
Rx=R(1:2:end);
Ry=R(2:2:end);
[Def,St]=esfuerzo(Nn,Ne,COORD,CONEC,U,V,P,nnpe,TipoD);
SolsU(:,paso)=U;
SolsF(:,paso)=F;
SolsV(:,paso)=V;
SolsW(:,paso)=W;
SolsP(:,paso)=P;
SolsSr(:,paso)=St(:,1);
SolsSz(:,paso)=St(:,2);
SolsSrz(:,paso)=St(:,3);
SolsSth(:,paso)=St(:,4);
SolsDefr(:,paso)=St(:,1);
SolsDefz(:,paso)=St(:,2);
SolsDefrz(:,paso)=St(:,3);
SolsDefth(:,paso)=St(:,4);
SolsRx(:,paso)=Rx;
SolsRy(:,paso)=Ry;
postproc(’Soltoplot.dat’,COORD,CONEC,U,V,P,W,St,Def,Nn,Ne,paso);
end
%plotearnodos(SolsU,SolsV,SolsW,SolsP,NPasos,Nn);
case 3
%% SOLUCIO´N 3 (STRAIN DRIVEN)
% Muestra la respuesta para un escalo´n de desplazamiento
Delta_VT=-0.14; %Desplazamiento impuesto a Nset superior
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Kpenal=10e8*max(max(max(KMG)),max(max(CG)));
Ndivf=470;
Fex=zeros(2*Nn,1);
SolsFexp=zeros(2*Nn,NPasos);
UG=zeros(2*Nn,1);
for paso=2:NPasos
if paso<=Ndivf
Delta_V=(1/Ndivf)*Delta_VT;
else
Delta_V=0; %Fin condiciones conocidas
end
p_i=P;
[KMG1,FG1,CG1,KCG1]=condicionDir_strain(Nseth,Kpenal,Delta_V,KMG,FG,CG,KCG);
ke=[KMG1 CG1; CG1’ (-alpha*deltaT*KCG1)];
Delta_F=FG1;
Faux=zeros(2*Nn,1);
Faux(1:2*Nn,1)=Delta_F;
Faux(2*Nn+1:3*Nn,1)=deltaT*KCG1*p_i;
Solucion=roundn(linsolve(ke,Faux),-5);
Delta_UG=Solucion(1:2*Nn,1);
Delta_P=Solucion(2*Nn+1:3*Nn,1);
P=p_i+Delta_P;
U=U+Delta_UG(1:2:end);
V=V+Delta_UG(2:2:end);
for n=1:Nn
W(n,1)=sqrt((U(n,1))^2+(V(n,1))^2);
end
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UG(1:2:end)=U;
UG(2:2:end)=V;
Fexprueba=roundn((KMG*UG+C*P),-4);
Delta_Fex=roundn((Km*Delta_UG+C*Delta_P),-4);
Fex=Fex+Delta_Fex;
[Def,St]=esfuerzo(Nn,Ne,COORD,CONEC,U,V,P,nnpe,TipoD);
SolsFexp(:,paso)=Fexprueba;
SolsU(:,paso)=U;
SolsF(:,paso)=Fex;
SolsV(:,paso)=V;
SolsW(:,paso)=W;
SolsP(:,paso)=P;
SolsSr(:,paso)=St(:,1);
SolsSz(:,paso)=St(:,2);
SolsSrz(:,paso)=St(:,3);
SolsSth(:,paso)=St(:,4);
SolsDefr(:,paso)=St(:,1);
SolsDefz(:,paso)=St(:,2);
SolsDefrz(:,paso)=St(:,3);
SolsDefth(:,paso)=St(:,4);
postproc(’Soltoplot.dat’,COORD,CONEC,50*U,V,P,W,St,Def,Nn,Ne,paso);
end
case 4
%% SOLUCIO´N 4 (STRESS DRIVEN)
% SOLUCIO´N VARIOS ESCALONES DE ESFUERZO
Delta_FT=FGCon; %Se define el tama~no de cada rampa
Ndivf=3;
nppf=100; %Nu´mero de pasos por perfil
for paso=2:NPasos
%Aplica la carga en Ndivf pasos en cada escalo´n
if (mod(paso,nppf)<=Ndivf && mod(paso,nppf)~=0)
Delta_F=(1/Ndivf)*Delta_FT;
else
Delta_F=0;
end
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p_i=P;
ke=[KMG CG; CG’ (-deltaT*alpha*KCG)];
Faux=zeros(3*Nn,1);
Faux(1:2*Nn,1)=Delta_F;
Faux(2*Nn+1:3*Nn,1)=deltaT*KCG*p_i;
Solucion=linsolve(ke,Faux);
Delta_UG=Solucion(1:2*Nn,1);
Delta_P=Solucion(2*Nn+1:3*Nn,1);
P=p_i+Delta_P;
U=U+Delta_UG(1:2:end);
V=V+Delta_UG(2:2:end);
for n=1:Nn
W(n,1)=sqrt((U(n,1))^2+(V(n,1))^2);
end
F=F+Delta_F;
[Def,St]=esfuerzo(Nn,Ne,COORD,CONEC,U,V,P,nnpe,TipoD);
SolsU(:,paso)=U;
SolsF(:,paso)=F;
SolsV(:,paso)=V;
SolsW(:,paso)=W;
SolsP(:,paso)=P;
SolsSr(:,paso)=St(:,1);
SolsSz(:,paso)=St(:,2);
SolsSrz(:,paso)=St(:,3);
SolsSth(:,paso)=St(:,4);
SolsDefr(:,paso)=St(:,1);
SolsDefz(:,paso)=St(:,2);
SolsDefrz(:,paso)=St(:,3);
SolsDefth(:,paso)=St(:,4);
postproc(’Soltoplot.dat’,COORD,CONEC,U,V,P,W,St,Def,Nn,Ne,paso);
end
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case 5
%% SOLUCIO´N 5 (STRAIN DRIVEN) Serie Carga-Relajacio´n Perfil Ateshian-97
% Muestra la respuesta a una serie de escalones de desplazamiento
% en el tiempo
Delta_VT=-0.14; %Desplazamiento total impuesto a Nset superior en
%cada escalo´n
Ndivf=470;
rampas=[1 470; 1791 2267; 3615 4080; 5447 5907; 7247 7724;];
%intervalos de tiempo para rampa
indram=1;
Kpenal=10e8*max(max(max(KMG)),max(max(CG)));
for paso=2:NPasos
%Aplica la carga en Ndivf pasos en cada escalo´n
if (paso >= rampas(indram,1)) && (paso <= rampas(indram,2))
Delta_V=(1/Ndivf)*Delta_VT;
else
if (paso==471) ||(paso==2268) ||(paso==4081) ||(paso==5908) ||(paso==7725)
if (indram <=4)
indram=indram+1;
end
end
Delta_V=0;
end
p_i=P;
[KMG1,FG1,CG1,KCG1]=condicionDir_strain(Nseth,Kpenal,Delta_V,KMG,FG,CG,KCG);
ke=[KMG1 CG1; CG1’ (-deltaT*KCG1)];
Delta_F=FG1;
Faux=zeros(2*Nn,1);
Faux(1:2*Nn,1)=Delta_F;
Faux(2*Nn+1:3*Nn,1)=deltaT*KCG1*p_i;
Solucion=linsolve(ke,Faux);
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Delta_UG=Solucion(1:2*Nn,1);
Delta_P=Solucion(2*Nn+1:3*Nn,1);
P=p_i+Delta_P;
U=U+Delta_UG(1:2:end);
V=V+Delta_UG(2:2:end);
for n=1:Nn
W(n,1)=sqrt((U(n,1))^2+(V(n,1))^2);
end
UG=zeros(2*Nn,1);
UG(1:2:end)=U;
UG(2:2:end)=V;
F=roundn((Km*UG+C*P),-4);
[Def,St]=esfuerzo(Nn,Ne,COORD,CONEC,U,V,P,nnpe,TipoD);
SolsU(:,paso)=U;
SolsF(:,paso)=F;
SolsV(:,paso)=V;
SolsW(:,paso)=W;
SolsP(:,paso)=P;
SolsSr(:,paso)=St(:,1);
SolsSz(:,paso)=St(:,2);
SolsSrz(:,paso)=St(:,3);
SolsSth(:,paso)=St(:,4);
SolsDefr(:,paso)=St(:,1);
SolsDefz(:,paso)=St(:,2);
SolsDefrz(:,paso)=St(:,3);
SolsDefth(:,paso)=St(:,4);
postproc(’Soltoplot.dat’,COORD,CONEC,U,V,P,W,St,Def,Nn,Ne,paso);
end
plotearnodos(SolsV,SolsP,SolsSr,SolsSz,SolsDefz,SolsF,NPasos,Nn,deltaT)
end else
%%%%%%%%%%%%%%%%%%% SOLUCIO´N MONOFA´SICO ELASTICO %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
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sol=roundn(linsolve(KMG,FGCon),-5);
U=sol(1:2:end); V=sol(2:2:end); P=zeros(Nn,1); W=zeros(Nn,1);
for n=1:Nn W(n,1)=sqrt((U(n,1))^2+(V(n,1))^2); end NPasos=1;
deltaT=1;
%R=roundn(Km*sol-FGCon,-6);
R=Km*sol-FGCon; Rx=R(1:2:end); Ry=R(2:2:end);
[Def,St,esfprueba]=esfuerzo(Nn,Ne,COORD,CONEC,U,V,P,nnpe,TipoD);
%postproc2(’Soltoplot.dat’,COORD,CONEC,U,V,W,St,Def,Nn,Ne,1);
postproc3(’Soltoplot1.dat’,COORD,CONEC,U,V,W,esfprueba,Def,Nn,Ne,1);
%postproc2(’SoltoplotEL.dat’,COORD,CONEC,U,V,W,Nn,Ne);
end
resumen(’resumen.txt’,Ne,Nn,Bif,Elas,nnpe,Ensayo,TipSolucion,NPasos,deltaT);
Funcio´n Kelemental
function
Kelem=Kelemental(COORD,CONEC,E,EE,nu,nnpe,tipo,esp,kxgm,kygm)
Kelem=zeros(3*nnpe,3*nnpe); %Se inicializa el K elemental
if tipo==0 %Se define el tipo de matriz de elasticidad a usar
dependiendo del tipo de problema de elasticidad plana
D=(EE/(1-nu^2))*[1 nu 0; nu 1 0; 0 0 (1-nu)/2;];
else
D=(EE/((1+nu)*(1-2*nu)))*[1-nu nu 0; nu 1-nu 0; 0 0 (1-2*nu)/2;];
end
for i=1:nnpe
for j=1:nnpe
Kn=Integral(CONEC,COORD,E,i,j,nnpe,D,kxgm,kygm); %Se calcula cada
elemento matricial de K elemental
%Correspondiente a Kij
Kelem((3*i-2:3*i),(3*j-2:3*j))=Kn();
% Se ensambla el correspondiente
Kij en K elemental
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end
end Kelem=Kelem*esp;
Funcio´n Integral
function matKij=Integral(CONEC,COORD,E,numi,numj,nnpe,D,kxgm,kygm)
pgauss; chi=QPT(:,1); eta=QPT(:,2); pesos=W(:,1);
int=0; %Inicializa la parte de la matriz Kij correspondiente a u y v
c1=0; c2=0; Kc=0;
for i=1:NMQPT
[dxdchi dydchi dxdeta
dydeta]=jacobiano(CONEC,COORD,E,chi(i),eta(i),nnpe);
%Calcula el Jacobiano para ese punto de Gauss
detJac=det([dxdchi dydchi ; dxdeta dydeta]);
%Calcula el determinante del Jacobiano
[Ni,dNidchi,dNideta]=fforma(chi(i),eta(i),numi);
%Evalua las funciones de forma y sus derivadas en el punto de Gauss
[Nj,dNjdchi,dNjdeta]=fforma(chi(i),eta(i),numj);
int=int+pesos(i)*(1/detJac)*([dydeta*dNidchi-dydchi*dNideta 0;
0 dxdchi*dNideta-dxdeta*dNidchi; dxdchi*dNideta-dxdeta*dNidchi
dydeta*dNidchi-dydchi*dNideta;]’*D)*[dydeta*dNjdchi-dydchi*dNjdeta 0;
0 dxdchi*dNjdeta-dxdeta*dNjdchi; dxdchi*dNjdeta-dxdeta*dNjdchi
dydeta*dNjdchi-dydchi*dNjdeta;];
c1=c1+pesos(i)*Ni*(dydeta*dNjdchi-dydchi*dNjdeta);
%Corresponde al te´rmino que multiplica a p en la primera ecuacio´n
c2=c2+pesos(i)*Ni*(dxdchi*dNjdeta-dxdeta*dNjdchi);
%Corresponde al te´rmino que multiplica a p en la segunda ecuacio´n
Kc=Kc+pesos(i)*(1/detJac)*(kxgm*(dydeta*dNidchi-dydchi*dNideta)*(dydeta*dNjdchi
-dydchi*dNjdeta)
+kygm*(dxdchi*dNideta-dxdeta*dNidchi)*(dxdchi*dNjdeta-dxdeta*dNjdchi));
end
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Kc=-Kc;
%intp=intp+pesos(i)*detJac*([Ni 0; 0 Ni; (1/detJac)*kxgm*(dydeta*dNidchi
-dydchi*dNideta)
(1/detJac)*kygm*(dxdchi*dNideta-dxdeta*dNidchi);])*[(1/detJac)*(dydeta*dNjdchi
-dydchi*dNjdeta);
(1/detJac)*(dxdchi*dNjdeta-dxdeta*dNjdchi);];
matKij=zeros(3,3);
matKij(1:2,1:2)=int;
matKij(1,3)=c1;
matKij(2,3)=c2;
matKij(3,3)=Kc;
end
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